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Ecuaciones Diferenciales

RESOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES ALREDEDOR DE PUNTOS SINGULARES

METODO DE FROBENIUS
1)xy —y +4x3y=0
li xﬁ = limx_—1=—1
x-0 p(x) x—-0 X
3
lim x?2 ) = lim x? w 0
x—=0 (x) x-0 X
+oo
y(x) = ) a,x"*"
+oo
y(x) = ) (n+r)a, x"* 1

+oo
y(x) = Z(n +r)(n+7r—Da, x"*72
n=0

400 +oo +oo
x Z(n +r)(n+71r—Da, x"7 2 — Z(n +1)a, x"TL 4 453 Z a, x"" =0
n=0 n=0 n=0

oo +oo +oo
Z(n +r)(n+7r—1a, x""1 - Z(n +1)a, x" 7+ 4 Z a, x"73 =0
n=0 n=0 n=0

“u,”n

Multiplicando por “x” a toda la expresion:

+oo +oo +oo
x Z(n +r)(n+r—Da, x"" 1 —x Z(n +1)a, x"7 1+ 4x Z a, x"3 =0
n=0 n=0 n=0

oo +oo +oo
Z(n +1r)(n+r—1a, x"" - Z(n +1r)a, x" +4 Z a, x" =0
n=0 n=0 n=0

M=n+4
+oo +oo +oo
Z(n +7r)(n+7r— Da, x"*" — Z(n +1r)a, x" + 4 Z ay_g xM =0
=0 =0 =4

Generando términos hasta n=4

a T —Dx" +a;r+ D@x™ ! +a,(r + 2)(R+ Dx"™ 2 + az(r +3)(r + 2)x™+3 —

oo
ag(Mx” —a (r + Dx™ —a,(r + 2)x™2 —ag(r + 3)x™3 + Z[(n +r)(n+r—1Da, — (m+71)a, +4a,_4]x"7" =0
n=4
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Ecuaciones Diferenciales

apx"[rr—1)—r]=0

rr=1-1)=0 = =0 ,n=2=a*0

aux M rc+1D)-C+1]=0

axR2Q+1D-2+1D)]=0=ax"*'3)=0= a; =0

ax P [r+ 1D +2) - +2)]=0

ax 22+ 1D2+2)—(2+2)]=0=ax""?(B8)=0=a; =0

asx" B [(r+3)F+2) - +3)]=0

G P2 +3)2+2) - (2+3)] =0= a2 (15) = 0= a3 = 0

[(n+r)n+r—1Da, — (n+r)a, +4a,_4]x"7" =0

4‘ln44

n+r)in+r—-1Da,—(n+nra,+4a,_.,=0 = an(r)=(n+r)(2_n_r);\7’n_

Para r=2

4an—4

7(n+2)(n);\7’n24

=4 a5=0

=4 a6=0

= a7=0

day 4x4a
n=8 = ag=-— = ag=
8x10 4%6x8%10
4a 4+4x4a
n=12 = A = — 8 = alzzio
4%6%8x10%12+14

12+14
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Ecuaciones Diferenciales

Entonces:
too

yl(x) = Z aTL le‘H’
=

yl(x) = Z aTL xn+2
n=0

y1(x) = agx? + a;x3 + apgx* + azx® + agx® + asx” + e

y1(x) = agx? + a;x° + agxt + agx® + a4x® + asx7 F oo e

4a, 4 x 4a,

2 6 10

4 x4 x4q,

y1(x) = apx

226" TI:6+8+10"

4 42 43
— 2 _ 6 10 _
"1(’()_“0(" 3x22 TEnt Tt

+oo

x4n+2 * 4" x (_1)n
y1(x) = ao
n=

(2n+ 1)1« 22n

e (_1)n(x2)2n+1
yl(x) :a0n= (2n+1)'

y1(x) = ag Sen(xz)
y2(x) = vy (x)

Encontrando v(x)

e—fp(x)dx 4 e—f—%d" 4
U(X)—ITX = U(X)—fmx

y(x)zfﬂ . u(x)zf elnlx|

Sen(x?%)? dx Sen(x?)? dx

v(x) = f al

——dx
Sen(x2)?
Integrando por cambio de variable:

u=x% du=2xdx

v(x) =f1d—u =  vk) =—%Cot(u) = o) = —%Cot(xz)

2 Sen(u)?

1 2 2 1 2
yo(x) = —ECot(x ) Sen(x?) = —ECos(x )

y1(x) = Sen(x?)

1
y2(x) = —ECOS(XZ)

T4+6+8+10%12+14"

Erick Conde
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Ecuaciones Diferenciales

2)2xy" +(1+x)y +y=0

limx@ = limx
x=0" p(x) x—0 2x 2

1+x) 1

r(x 1
lim x?2 r@ = limx?—=0

x—0 p(x) x—0 2x
+oo
y(x) — Z a, xn+r
n=0

+od
y'(x) = Z(n +7)a, x" L
n=0
+oo
y"(x) = Z(n +7r)(n+71—1)a, x"*"2
n=0
too +o0 +oo
2x Z(n +r)(n+1r—Da, x"7" 2+ (1+x) Z(n +1r)a, x"7 7+ Z a, x"7" =0
n=0 n=0 n=0

oo +oo +oo +oo
2 Z(n +7r)(n+r—Da, x"7 1+ Z(n +7r)a, x"T 4+ Z(n +1r)a, x" + Z a, x"*7" =0
n=0 n=0 n=0 n=0

Multiplicando por “x”:

+o0 +oo +oo +oo
2x ) (n+r)(n+7r—Da, x"" T +x Z(n +7r)a, x4+ x Z(n +r)a, x4+ x Z a, x"7" =0
n=0 n=0 n=0 n=0

oo +oo +oo +oo
2 Z(n +r)(n+r—Da, x"*" + z(n +1r)a, X"+ z(n +r)a, x4 Z @, x"TH = 0
n=0 n=0 n=0 n=0
M=n+1
+o0 +oo +oo +oo
2 Z(n +r)(n+7r—Da, x"*" + Z(n +1r)a, x* + Z M —1+7r)a, M + Z ay_1xMT =0
n=0 =0 M=1 =1

Generando términos hasta n=1

+oo
200 — Dx" + ag(r)x” + Z[Z(n +r)n+r—Da,+(m+r)a, +a,_(n—1+7)+a,_1]x"" =0

n=1
apx"2rr—1)+r]=0 = rQ2r-24+41)=0 = n=0 , r2=1/2$a0¢0
2n+r(n+r—Da,+ (n+ra, +a,_1(n—1+71)+a,_(]x"" =0

2m+r)(n+r—-Va, +(n+nr)a, +a,_(n—1+r)+a,_1 =0

_ a, (n—1+r+1) .
a"(r)__(n+r)[2(n+r—1)+1] pvnz1
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Ecuaciones Diferenciales

an—1
a,rN)=—-———"—797¥—;Vn=>1
" @2n+2r-1)°
1
Para r=1/,
an—1
a,=———;vn>1
2n
a
n=1 = aq = —70
a a
n=2 = aqg=—-—- = qaq=-C
4 2%4
az ao
= = = —_—— —3 = —_——
n=3 as . as Tt
as ag
= 4- =3 = —— =3 = —
n a7 8 a7 2%4%6%8
Entonces:
+oo
=Y ayar
n=0
+oo
n+l
=Y oy
n=0

5
y1(x) = aoxl/Z + a1x3/2 +ayx/2+ a3x7/2 e TR

1 3 5 7 9
y1(x) = agx /2 —az—"x /2 +2%x fp QL R/ ST R R

2%4x6 2%4%6%8
_ 1/2 1 3/2 5/2 7/2
110 = ag(x 72 —ox 2 b oo x e — g e g
oo 2n+1
_ Nz
y1(x) = ap BTV
n=0
oo 1
_ < (=1D)"x™ * x2
y1(x) = ag Tl
n=0

n

(D)
y1(x) am/)?z I
n=0

y1 () = ag Vx e

9

Erick Conde
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Ecuaciones Diferenciales

y2(x) = v()y1(x)

e~ [p@)dx
v(x)=f—2dx = v(x)=f
B4

1+x
e~ f_Zx dx

(\/; e_x/Z

1
—7(ln|x|+x) —1/2 _x/2
v(x)=f67dx = v(x)=fid

xe™* xe ™™

v(x) = fx_s/Z ez dx

—3/ x/ . iy .
Pararesolver | x /2 e /2 dx esmnecesario utilizar series

+eo (X\"

e"/2 11 3G @2
fx3—/2dx :f 2 2x'h HZ; n! &
fe /2 e 2 xli = (%)n (x)znz_1

o s e
=St ==

y,(x) =vxe /2 —i+—+
x

> dx
)

1 oo l 2n-1
y2(x) =Vxe /2 _LJ’X_/ZJ’ZM

x3/2 2 L (an— 1)n!

Erick Conde
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Ecuaciones Diferenciales

3)xy"+(3—x)y —y=0

q(x) B-x)
imx — = x =3
x-0 p(x) x-0
r(x -1
lmng = limx? —=0
TR
+oo
y(x) — Z a, xn+r
n=0

+od
y'(x) = Z(n +7)a, x" L
n=0
+|>o
y”(x) = Z(n +r)(n+7r—Da, x"72
n=0

oo oo oo
x Z(n +r)(n+r—Da, x"" 2+ (3 —x) Z(n +7r)a, x"T - Z a, x"" =0
n=0 n=0 n=0

Z(n +r)m+7r—Da, x"" 1 +3 ) (n+r)a, x"" 1 - Z(n +1r)a, x"*" — Z a, x"7 =
n=0 n=0 n=0 n=0

Multiplicado por “x”

+

oo

400 +oo Foo
x Z(n +r)(m+7r—1a, x" 1+ 3x Z(n +r)a, x" T —x Z(n +1r)a, x™ —x ) a,x"7" =0
n=0 n=0 n=0

n

Il
o

oo +oo +oo +oo
Z(n +7r)(n+r—1Da, x"" +3 Z(n +r)a, x™7 — Z(n + r)a, x"TH — Z a, x"tl =0
n=0 n=0 n=0 n=0
M=n+1
+o0 +oo +oo +oo
Z(n +r)(n+7r—Da, x"7" + 3Z(n +1r)a, x** — Z M —1+1r)a, M — Z ay_1xMT =0
n=0 =0 M= =1

Generando términos hasta n=1

+oo
ay()(r — Dx" + 3ay(r)x” + Z[(n +r)n+r—1Da,+3n+1)a, —a,_1(n—1+7r)—a,_1]x"*" =0

n=1
ax"[rr—1)+3r]=0 = rr—-143)=0 = =0 , n=-2=ay+*0
[(m+r)(n+7r—Da,+3n+r)a, —a,.1(n—1+7r)—a,_1]x"" =0

a-1(n—1+r+1)

@ () = m+r)[n+r-1)+3] pvn=z1
p— an_l .
() (n+r+2)'vn21
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Ecuaciones Diferenciales

Para r=20

anza"_l;Vnzl

n+2
n=1 = al—a3—"
n=2 = g=2 = az=3a:4
n=3 = a3—as—2 = a3=33ﬁ
n=4 = g, =2 = a7=3*;°5*6

Entonces:
+oo
710 = Y gy
n=0
+o0
@) = "
n=0

yi(x) = ag + ayx + azx? + azx® + agxt + e

ao ao Qo

- %o 2 3 4
y1(x) = ay + 3 x+3*4 x +3*4*5x +3*4*5*6x F o
() =ap(1+2+ il + x + il +
y1lx) = ag 37332 735225 T 30an5ag " s

x x2 x3 x* )

1
Y1(x)=zao<5+2*3+2*3*4+2*3*4*5+2*3*4*5*6+

=
1 (x) = 2a, Z CET
n=0 ’

, . an—1 .
Como no sabemos a que converge la sumatoria probemos conr, = —2,siempre y cuando a,(r) = (4_"7_'_2) exista,vn > 1
n+r
Para r=-2
an-1
a, = ;vn>1
n

a a
n=2 = az_—1 = az__o
4 2
a2 %o
n=3 = Ay = — = Az =
3 3 23

n=4 —= a7=— =] a7=—
6 2x3x4
e ——
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Ecuaciones Diferenciales

+oo

y2(0 = ) @y x

n=0

+oo

S S

n=0

y2(x) = agx 2 + a;x7 + ay 4+ agx + agx% + o

_ 1, % Qo Qo
y2(x) = agx ™% + apx 1+7 tor3 T o3 aa

x x?

1
y:(x) = ag <x‘2 +x o+ —+

2 2 * 3 m + See wan ses see wes wen wes ee

Fe xn72 ot x™ % x*Z
T g T
n=0 n=0

X

+oc
1 n
y2(x) = GOEZ));—! = y(x) = aoz—z
y1(x) = v(0)y, (%)

e~ [p()dx Pt
v(x) = J-izdx = vkx) = fizdx
Y2 (ﬁ)
2

3—
—f—xdx e (=3 Inlx|+x)

v(x) =f%dx = v) =dex

ex
(=) Gl

x*x3 e x
v(x) =ferx =  vx) =fe—xdx

Integrando por partes:

u=x du=dx

e* e* e~
X 1\e*
() = - (e" + e")x_2
(x) = (1+ 1)
yl X) = x xz
ex
}’z(x)=x—2

Erick Conde
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Ecuaciones Diferenciales

4 x(1—x)y"-3y +2y=0
lim x M im x _73 =-3
=0 p(x) x=0" x(1—x)
. 7(x) ) 2
limx® oy = a5 =0
+oo
y(x) — a, xn+r
+oa
y(x) = ) (n+r)a, x"* 71

+oo
y”(x) = Z(n +r)(n+7r—Da, x"72
n=0

+oo +oo +oo
x(1—x) Z(n +r)(n+r—1a, x"7"2 -3 Z(n +7r)a, x"7 142 Z a, x"7" =0
n=0 n=0 n=0
too too +oo foo
xZ(n +r)(n+r—1a, x"7 2 —x? Z(n +r)(n+7r—1Da,x"7% - 32(11 +7r)a, x" 4+ 22 a, x"" =0
n=0 n=0 n=0 n=0
oo +oo +oo +oo
Z(n +7r)(n+r—Da, x"1 - Z(n +r)(n+7r—Da, x"" -3 Z(n +7r)a, x"T 142 Z a, x"*" =0
n=0 n=0 n=0 n=0

Multiplicando por “x”
+oo
Z an xn+r = 0

oo oo +o0
xZ(n +r)(n+71—1a, x"" 1 - xZ(n +r)(n+r—1Da, x"" — 3x2(n +1)a, x" 7+ 2x
n=0 n=0

n=0 n=0

+oo +oo +o0 +o0
Z(n +7r)(n+1r—1a, x"*" — Z(n +7r)(n+71—Da, x"" 1 - 3Z(n +7)a, x" + ZZ a, x"" 1 =0
n=0 n=0 n=0 n=0

M=n+1

+oo +oo +o0 oo
Z(n +7r)(n+1r—1a, x"*" — Z(M —14+r)M+71—2)ay_ x" — 32(11 +7)a, x" +2 Z ay_  xMT =0
n=0 M=1 n=0 M=1

+oo
ay(r)(r — x" — 3a,(r)x" + Z[(n +r)(n+r—-Da,—n—-1+r)(n+r—-2)a,_; —3a,(n+71) +2a,_]x""
n=1

ax"[rr—1)-3r]=0 = rr—1-3)=0 = n=0 , nR=4=ay3+0
[(m+r)(n+r—Da,—-(n—1+r)(n+7r—2)a,_1 —3a,(n+7) + 2a,_1]1x"T" =0

_an_l[(n—1+r)(n+r—2)—2] .
(1) = n+7r)[n+r—-1)-3] pvnz1
a, (n+r-3) w1

y =

_apql(n+1)?* =3 +n)] 3
() = n+r)(n+r—4) vzl = a(n) = n+r-4)
Pagina 11
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Ecuaciones Diferenciales

Para r=4
a,-1(n+1)

a, =1 ypn>1
n

n=1 = a =2aq

3a;

n=2 = Q== = a, = 3ay

4a
n=3 = a3=T2 = a3 =4q,

+oo

@) =
n=0
+oo
ST e
n=0

y1(x) = apx* + a1 x% + apx® + azx” + aux® + o
y1(x) = agx® + a;x° + azx® + asx” + agx® + o
y1(x) = agx* + 2apx® + 3agx® + 4agx” +5a0x8 + oo oer e et
y1(x) = ag(x* +2x° +3x% + 4x7 +5x8 + oo

Sabemos que:

1
m=1+x+x2+x3+x4+x5+ .............

Derivando tenemos:

d 1 d
a(l_x)=a(1+x+x2+x3+x4+x5+ R |
1
“a-n2 =1+2x+3x2+4x3+5x* + oo
x4
B b A L DA LR

4
y1(x) = —ag [ﬂi—x)z]

y2(x) = v(x)y; (x)
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Ecuaciones Diferenciales

— [ pGdx ~J st
e e xX(x
v(x) =J- —dx = v(x) =f 7 dx
N [x_‘*]
1-x)?
ef(%+13Tx)dX e Inlx|=3 In|1—x|)
v(x) =dex = vk =de"
a=n7 (1-0°
1—0)4%3(1 = x)3 -
w0 = [ 5 v = [ e
x X
1 1

v =-patas

4

}’Z(X)=( ! i) -

3x3  4x*)(1—=x)?
=
y1(x) = m
_ X 1
7200 = |3a =2 2022
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Ecuaciones Diferenciales

5)xy" +2y —xy=0

q(x) 2
mx — = limx—-=2
x—-0 p(x) x—-0 X
r(x -
lim x? r@ = limx? =0
x-0 p(x) x—-0
+oo
y(x) — Z a, xn+r
n=0
+¢x:
y'(x) = Z(n +7)a, x" L
n=0

+oo
y"(x) = Z(n +7r)(n+71—1)a, x"*"2
n=0

+

oo

+oo too
x Z(n +r)(n+7r—1a, x"*"2 +2 Z(n +1)a, x"" 1 —x ) a,x"" =0
n=0 n=0

n=0

oo +oo +oo
Z(n +r)(n+r—Da, x"" 1 +2 Z(n +1r)a, x" T — Z a, x"*ttl =0
n=0 n=0 n=0

Multiplicando por “x”:

400 +oo Foo
x Z(n +r)(n+7—Da, x"7 1+ 2x Z(n +7r)a, x"T — x Z a, x"Tt =0
n=0 n=0 n=0

oo 400 oo
Z(n +r)(n+r—Da, x"" +2 Z(n +1)a, XM — Z @, "2 = 0
n=0 n=0 n=0

M=n+2
it +oo +oo
Z(n +r)(n+r—Da, x"7" +2 Z(n +1r)a, x** — Z ay_, xMt2 =0
n=0 n=0 =2

ag(M (= Dx" + a;(r + D@)x™ + 2a,(r)x™ + 2a,(r + Dx™ ! Z[(n +r)(n+7r—1a, +2a,(n+71) —a,_,]x"*7" =0

n=2
agx"[rr—1)+r]=0

rr—-1+1)=0 = =0 ,n=0=ay#0

ax M rr+1D)+20r+1)]=0

ax™ 00+ 1) +20+1D]=0=a;x" "' (2)=0= a; =0
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Ecuaciones Diferenciales

[(n+r)n+r—-1Da, +2a,(n+7)—a,_,]x"" =0

nm+r)n+r—1VDa, +2a,(n+r)—a,_, =0

ap—2
a,(r) = ;Vn =2
n(r) n+n)[n+r—-1)+2]
ap—2
a,(r)=———"——;VVn=2
n() (n+r)(n+r+1)
An_2
a,(r) = ;Vn=>2
n(™) m+r)(n+r+1)
Para r=20
a =£'Vn>2
" onn+1) T
n=2 = a2:;°3
n=3 = a=-1 = a3=0
2%3
— _ a2 _ ap
n=4 = ay =775 = Ay =50
_ _ @ _
n=5 = as = = as =0
_ _ a4 _ ao
n=6 = a6_6*7 = a6_2*3*4*5*6*7
4oo
p = e
n=0
4oo
=Y e
n=0

yi(x) = ag + a1x + apx? + azx® + agxt + asx® + A6+ e ve e e

_ % 2 %o 4 %o 6
@ =ap+ o= X 4 e e e e Y T
xZ 4 6
y1 () =ao<1+§+§+ﬁ+ )

Fe xZn
() = a 2 @n+ 1)
n=0

18 et
) = ao;z 2n+ 1)!
n=0
Senh x
y1(x) = ag T
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Ecuaciones Diferenciales

y2(x) = v()y1(x)

e—fp(x)dx e‘f%dx
v(x) =f—dx =  v) =f—dx

y12 Senh x\?
%)
e—Zlnlxlxz xzx—z
v() (Senh x)2 o= vl (Senh x)? X
v(x) = f(Senh x)"%dx
e¥ —e~¥
Pero Senh x = — ,entonces:

oo :J_<ex_2ﬁ)2 dx = vX) :f<%)2 dx = v(x)= f%dx

Integrando por cambio de variable:
u=e* du=e*

412 42 4y?
v = [t = w0 = [ mrparort 2 Y0 = | aormare®

Integrando aplicando fracciones parciales:

u? _2Au-1)+B 2C(u+1)+D
-2+ @=-12 T @wrie

u? =24 —-1)+BlJu+1)?+[2Cu+1) + D](u — 1)?

uw? =24+ —u—-1D+B?+2u+1D+2C® —u?—u+1)+D?-2u+1)
u?=QA+200ul+ RA+B—-2C+D)u?+ (-24+2B—-2C—-2D)u+ (—24+ B +2C+D)
(1)244+2c=0

(2)2A+B-2C+D=1

(3)—24+2B—-2C-2D=0

(4)—244+B+2C+D=0

24=-2C (D+@) 2B=2D 2)+@B)=2B+2D=1
1

B=< 2D+2D =1
4

D_1

T4

zc+1+zc+1—0
4 4
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Ecuaciones Diferenciales

Entonces:

_ [[2A@-1) B 20w+ 1) D
vix) = f [ -1 Ta-1 W+ @+ 1)2] dx

v(x) = 24 In|(u — 1)?| - +2C In|(u + 1)?| -

(u-1) (u+1)

1

1 1 L
v =2(2) i _1)2|_m+2(§> Inl(e” + 1P|~ ot

1 1 1 1 Senh x
_[2 X )2 4= x H = | ——
y2(x) = [4 In|(e* — 1)% 4(e* — 1) + 4 Inl(e* + 1)%| 4e*+ DI «x
Senh x
y1(x) =
1 1 Senh x
_* x _ 2] = X 2 — |~
y2(x) _4[1n|(e 1)?| (ex_1)+ In|(e* + 12| (e"+1)] p
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Ecuaciones Diferenciales

6)xy +3y +4x3y =0

mx —— = limx —=3
x—-0 p(x) x—-0 X
X 4x3
lim x2 T = limx2 —=0
x—-0 p(x) x-0 X
+¢x:
YD) = ) ay X
n=0

+oo
Y0 = ) (nt g, xm
n=0

+oo
y“(x) = Z(n +r)(n+71—Da, x"72
n=0

+oo oo too
X Z(n +r)(n+r—1Da, x""2+3 Z(n +1)a, x4 4x3 Z @, X" =0
n=0 n=0 n=0

oo +oo +oo
Z(n +r)(n+7r—Da, x"*" 1 +3 Z(n +1)a, x4 Z a, x"73 =0
n=0 n=0 n=0

Multiplicando por “x”

oo +oo oo
x Z(n +r)(n+71—Da, x"7 1+ 3x Z(n +1r)a, x" 1+ 4x Z a, x"r3 =0
n=0 n=0 n=0

+oo +oo +oo
Z(n +r)(n+r—Da, x"*" +3 Z(n +7r)a, x"T + 4 Z a, x"TTT =0
n=0 n=0 n=0

M=n+4
Z(n +r)(n+r-1a, x"7" +3 Z(n +1)a, x" +4 Z g XM =
n=0 n=0 M=4

Generando términos hasta n=4

ag(M) (T —Dx" +a,(r + DX +a(r +2)(R+ Dx™ 2 + a3(r +3)(r + 2)x" 3 +
oo

3ap(Mx” +3a;(r + Dx™ +3a,(r + 2)x" 2 + 3a3(r +3)x"H3 + Z[(n +r)(n+r—1a, +3(n+1)a, +4a,_4]x"7" =0

n=4
agx"[r(r—1)+3r]=0

rr—=1+3)=0 = n=0 ,n=-2=a*0
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Ecuaciones Diferenciales

ax™ M rr+1)+30+1)]=0

ax™0(0+ 1D +30+1D)]=0=a;x""'3)=0= a; =0

ax™ P [(r+ 1T +2)+30+2)]=0

ax™2[(0+1)(04+2)+3(0+2)] =0=a,x"*2(6) =0 =a, =0

azx™B[(r+3)Tr+2)+30¢+3)]=0

azx™3[(0+3)(0+2)+30+3)]=0=ax"*2(9) =0 =az3 =0

[(m+r)(n+7—1a, +3n+1)a, +4a,_4]x"7" =0

nm+r)in+r—1Va, +3n+nr)a, +4a,_,=0

4a —4
a,(r) = — T ;Vn =4
nm+r)(n+r—-1+3)
4an74-
a,(r)=— ;vn >4
" nm+r)(n+r+2)
Para r=20
4'a'n74
a,=——————,;Vn=4
n (n+2)(n)
4
n= 4— —1 a4 = — 2o
46
n=5 = a=-21 — g, =0
= 5= 5=
4a,
n=6 = qag=-— = ag=0
6%8
n=7 = a=-2% o g =0
7 729 7
4day 4x4a
= - = — =
n=8 s 8+10 a8 = 1 6vgx10
4ag 4x4x4a
= - = — =1 =
n=12 12 12414 12 = Jergr10-12-14
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Ecuaciones Diferenciales

+oo
D= gy
n=0
+oo
@) = axt
n=0
y1(x) = ag + a1x + azx? + azx® + agx* + asx® + e
4ay , 4 x 4q, o8 4 x4 x4q, 12
yl(x)—a0—4*6x 1:6:8+10° A 6+8-10r12+-12" F o
4 42 43
— _ 4 8 _ 12
y1(x) = ay <1 TPE T + P T Fo )
x4n * 47 % (_1)71
) =a

0 G (2n+ 1)le 2%

( 1)11 4n+2

yi(x) = ao X2 W

+oo
1 (_1)n (x2)2n+1
1 () = a"ﬁz 2n+ 1)
n=0

Sen(x?)
y1i(x) = ag Tz

y2(x) = vy, (x)

IO o I3
v(x) = dex = vkx)= dex
x2 ]
3 e -3 In|x| 3 X_3X4 B Yy

Integrando por cambio de variable:

u=x% du=2xdx

v(x) = f%(]scz(u)du = )= —%Cot(u) = vx)= —%Cot(xz)

Sen(xz) _ Cos(x?)

1
y2(%) = =3 Cot(x?)

2x2
GO = Sen(xz)
Cos(x?)
y2(x) = o2
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Ecuaciones Diferenciales

NNxy +2y +xy=0

. qx) 2
limx —= = limx—=2
x—-0 p(x) x—-0 X

r(x x
lim x? r®) limx2==0
x—-0 p(x) x—-0 X
+oo
yG) = ) ayxm
n=0

+oo
Y = ) (4 1)y 2
n=0

+oo
y(x) = Z(n +r)(n+7r—Da, x"72
n=0

foo oo oo
x )Y m+r)(n+r—1a, x"*" 2 +2 Z(n +1)a, x" 7+ x Z a, x"7" =0
n=0 n=0 n=0
4o +o0 +oo
Z(n +r)m+7r—Da, x"" 1 +2 ) (n+r)a, "1+ Z a, x""t1 =0
n=0 n=0 n=0

Multiplicando por “x”

400 +oo Foo
x Y m+r)n+7r—Da, x4+ 2x Z(n +7r)a, x" 4+ x Z a, x" 1 =0
n=0 n=0 n=0

oo +4oo +4oo
Z(n +1r)(n+r—1Da, x™7" +2 Z(n +1)a, x" + Z a, x"+2 =0
n=0 n=0 n=0

M=n+2
+oo +oo +oo
Z(n +r)(m+71—Da, x"7" +2 Z(n +1r)a, x"7 + Z ay_p xM*2 =0
n=0 n=0 M=2

Generando términos hasta n=2

+oo
ag(M (T —Dx" + a;(r + D(@)x™ + 2a,(r)x" + 2a,(r + Dx™ ! Z[(n +7r)(n+1r—Da, +2a,(n+71)+a,,]x"" =0

n=2
apx"[rr—1)+r]=0

rr—=1+1)=0 = =0 ,n=0=ay+#0

a X rr+1)+20r+ 1] =0
alxr+1[0(0 + 1) + 2(0 + 1)] =0= a1x7+1(2) =0= a; = 0
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Ecuaciones Diferenciales

[(n+r)(n+r—1Da, +2a,(n+71)+a,_,]x"" =0

— _ an—z .
w0 = et r—Dr2 22
— _ an—z .
an(r) = (n+7‘)(n+r+1)'vn22
a,(r) = On2 >2

T+ m+r+1) pvn

Para r=20
an—2

a, =———;Vn=2
" nn+1)
n=2 = a2=—2a*°3

-— al
2%3

n=3 = a3= = a3=0

n=4 = a=-—-=% = q5=-—2
- 4= 445 4T 243445

as

n=5 = as = -

= a5=0

n=6 = ag=-——2 = gg=-—2
- 6~ 6%7 6 T 2434445467

+oo
P S
n=0
+oo
B ST
n=0
yi(x) = ag + a1x + apx? + azx® + agxt + asx® + A6+ e v ve e s
—, % %o 4_ % 6
y1(x) = ag 723 * +2*3*4*5x T+ 3r475:6:7" S TR
x? x* x®
y1(x) = ag < 1- §+ T F o )
i xZn(_l)n
y1(x) = ag Om
=
(x) . li (_1)nx2n+1
7 "x L @n+ D)
=
Sen x
y1(x) = ag o
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Ecuaciones Diferenciales

y2(x) = v()y1(x)

e~/ p)dx e~ Jxdx
v(x) =f 2 dx = vx) =f dx
1

e—2 lnIxIxZ 2,—2

x%x~
(Sen x)? dx = vl) = (Sen x)? dx

v(x) =

v(x) = f Csc?(x)dx = v(x) = —Cot(x)

_ Senx _ Cos(x)
y2(x) = i Cot(x) = I
7100 :Senx

C
IS
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Ecuaciones Diferenciales

TRANSFORMADA DE LAPLACE

1) L{Sen>t}
Sabemos que:
@ e = CosO + i Send
(@ e™® = Cosh — i Send
Entonces @ - @

i0 —if

s 0_6 —e
env = 2

0 _ ,—if\°
L{Sen5t} = L{(L) }
2

L () =5 e)* +10(e) () ~10(et)’ ()" + 5(e ) ()" ~ ()
L{Sen’t} = —L -
16 2i
1 eSit _ SeSit + 10eit _ 10efit + 5873it _ e75it
5.1 —
L{Sen>t} = 161:{ 57 }

L{S St} 3 1 L esit _ e—5it 5 e3it _ e—3it N 10 eit _ e—it
=16 20 20 20

L{Sen®t} = %L{Sen(St) — 5 Sen(3t) + 10 Sen(t)}

L{Sen5t} = 1( 5 15 + 10)
T 16\s2+25 5249 s241

2) L{u(t — 2m)Sen(t — 2m)}
Vamos a realizarlo paso a paso:

Como la funcion seno ya estd desfasada, no hay problema, entonces, primero determinamos la trasformada de Laplace

de la funcién seno: L{Sent} = #, luego:

L{u(t — 2m)Sen(t — 2m)} = e~ 2™ o
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Ecuaciones Diferenciales

3)L {u (t — g) e_z(t_g)COSh 4 (t — g)}

Determinamos la transformada de Laplace del coseno hiperbdlico

s
L{Cosh 4t} = -

16
Luego:
ot _ s+2
L{e *‘Cosh 4t} —(s 7 - 16
Y finalmente:
B E ( ) } [ s+ 2
L{/u(t 2) Cosh4- Gr27-16

A L{u(t — 2)t}
Hay que desfasar la funcion

L{u(t — 2)t} = L{u(t — 2)(t — 2 + 2)}
L{u(t - 2)t} = L{u(t - 2)[(t - 2) +2)]}

L{u(t —2)t} = L{u(t = 2)(t — 2)} + 2L{u(t — 2)(1)}

1 1
L{iu(t—2)t} = e 2= +2e7 25—
s? s

$)t{u(e-3)sent]

clu(e=5)sendh = c{u(t=F)sen ((e-5) +5)}

cfu (1= 5)sent) = £ (6= ) [sen e = 3) cos 5)  cos e = 5)sen ()]}
tfu(t-F)sent) = £fu(e- ) cos(:-3)

Erick Conde
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Ecuaciones Diferenciales

6)L{f(t)} T””
s | ¥ ,,,v,,\\\
. X,
TN
' 3 S 15
L)} = L{[u(t) — ot — 3t +2) + 5wt — 3) —ult — 5)] + [t — 5) — w(t — 15)] (%t - 175)}

L)} = L{u(t)(t +2) —a(t —3)(t +2) + 5ult —3) — 5ult —3) +ut—5) (%t - 1—5)

2
—u(t—15) Gt—%s)}
L{f()} = L{u(t)(t+ 2-242)—u(t—-3)(t+2-5+5)+5u(t—3) —5u(t —5)

+ %u(t Z5)(t— 15 4 10 — 10) — %u(t 15t — 15)}

L{f (D)} = L{u(t)t +2u(t) —u(t—3)(t—3)—5u(t—3)+5u(t—3) —5u(t—5) + %u(t —5)(t—-75)

— 10wt —5) — %u(t _15)(t— 15)}

L) = L{u(t)t +20(t) — w(t —3)(t — 3) — 15u(t — 5) + %u(t —5)(t—5)— %u(t —15)(t— 15)}

—15s

)=+ Ee ) e () T () ()

7)L{te 3!Sen(4t)}

4
L{Sen(4—t)} = S‘2+—16

4
L{e‘3‘5en(4t)} = m

d 4
L{te‘3tSen(4t)} = - % I:m]

L{te 3 Sen(4t)} = — 5 [2(s +3)]

4
[(s +3)2 + 16]

8(s+3)

L{te3'Sen(4t)} = — [5+3)%+162
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Ecuaciones Diferenciales

t
8)L {then(t)dt}
0

L { [ regee- x)dx} = F(5)G(s)
0

0
Jomorn} - - Pl A )
ele o] - 4 (c) i)
t
9L {e‘thre‘ZTSen(t)dt}
0

L{Sen(t)} =

L

tg(;x) fx) 1 1
L (1) Sen(t)dr ( +1)

s2+1

L{e’ZtSen(t)} = m

_ 2(s+2)
%[(s +2)2 + 1] TG+ +1]2

L{te %t Sen(t)} = —

—_—

t g(t—x) 2(5—-;2)
L{J (T) te 2 Sen(t) dr} = Ws+2)" +117
0 ) s

2[(s +2) + 2]

t
L{e_z f ZfSen(r)dr} [((s+2)+2) + 1]

(s+2)
0

t
L{e‘“ J te‘ZTSen(r)d‘t} = 2As+H(s+2) 5
o [(s+2)+2)" +1]

Erick Conde Pagina 27



Ecuaciones Diferenciales

10)L{]|x|l — x}

El grdfico correspondiente a esta funcion es:

f- ok | O% K<y
K+1 = TS R |
POy A %4 -, LLR2)3 ‘ L 2 5
. =% \ < -
¢ N \\ \
LT © \o ©
T=1
1 1
£l = 2} = = [ e~ (-0t
—e
0

u=-t = du=-—dt

1
dv=e~Stdt = v= —;e‘“

1t 1
L{llx|| = x} = —e St 4 _f e—stdt]
L{llx|l = x} =

= - (e ) (2]

1 e’ e’ 1
1=y )

11)L{|Sen x|}

El grdfico correspondiente a esta funcion es:

n
1
L{lSen Xl} = m[ e ”Sen(t)dt
0

u=_Sen(t) = du=—Cos(t)dt

1
dv=e7Stdt = v= —;e‘“

Erick Conde Pagina 28



Ecuaciones Diferenciales

Sen(t) _,
—e

1
fe‘“Sen(t)dt =— ¢ —;f e StCos(t)dt

u=_Cos(t) = du=Sen(t)dt

1
dv=e"Stdt = v= —;e‘“

Sen(t 11 Cos(t
e StSen(t)dt = —%()e—sf - ;[_L()

1
e st + ;f e‘StSen(t)dt]

—

N

Cos(t)
T2

St

Sen(t
e StSen(t)dt = —%e‘

1
- _Zf e StSen(t)dt
s

—

[Co50) e _ Sen@) -]
e StSen(t)dt = el s

—

()

f o5t Sen(O)dt = (szi 1) [Cossz(t) o Sez(t)e_St]
CllSen ]} = - e”5(52+1) Cos(t) st Ser;(t) ]0
fise )= m(m)[ ) ()

1 s? 1 e 1
L{Isenx|}=_1—e‘”5 s2+1 (s_ze +s_2)

12)Encuentre la transformada de Laplace para las funciones cuyos graficos se muestran a

continuacion:

a) .

pepe |

b)

[V A ——

Erick Conde
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Ecuaciones Diferenciales

Para a)
P;(1,0); P,(2,—4)

yi=mx+b

0=m+b ; —4=2m+b

y1 =4x +4

P(2,0); P,(3,2)

y, =mx+b

0=2m+b ;2=3m+b

y, =2x—4

L0} = L{lu(t — 1) —w(t — 2)]yy + [u(t — 2) — w(t — 3]y, +u(t - 3)ys3}

L)} = L{lu(t — 1) — w(t — 2)](4t + 4) + [u(t — 2) —u(t — 3)](2t — 4) +u(t - 3)2}

LD =LA+ Dut—1) —4ut—-2)t+ 1) + 2u(t —2)(t — 2) = 2u(t — 3)(t — 2) + 2u(t — 3)}

LD =LAt +1-2)+2D)u(t—1) —4u(t—-2)(t+1-3)+3) + 2u(t — 2)(t — 2) — 2u(t — 3)((t — 2
-1+ 1)+ 2u(t-3)}

LD =LAt - Dut -1 +8u(t —1) —4u(t — 2)(t — 2) — 12u(t — 2) + 2u(t — 2)(t — 2)
—2u(t—3)(t—3) —2u(t —3) + 2u(t — 3)}

L) =L{at —Dut—1) +8u(t—1) — 2u(t —2)(t — 2) — 12u(t — 2) — 2u(t — 3)(t — 3)}

e—t e_Zt e—3t
— — -2
L{f(t)}—s—2+88t—2s—z—128 t—ZS—Z
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Ecuaciones Diferenciales

Para b)

Sabemos que el periodo de la funcion Sen(Bx) es

21 2 1
T =—, entonces 4m =— = B =-
B B 2

L} = £L{Tult — 1) + (e - 3n)]5en()2€)}

{
L{f()} = L{u(t n)Sen( ) + u(t — 3m)Sen (;)}

LIf(H)} = L{u(t m)Sen [ (t—-m+ 71')] + u(t — 3m)Sen [2 (t—3m+ 31'[)]}
L{f ()} = L{’bb(t —m)Sen E (t—-m)+ g] + u(t — 3m)Sen E (t—3m) + 3;]}

LD} =L

w(t —m) [Sen[ (t— n)] Cos )+ Cos[ (t— n)] Sen g)] +
w(t — 3m) [Sen [ (t— 371')] Cos <32 ) + Cos [2 (t— 371')] Sen (37”)]
L{f (D)} = L{u(t —m)Cos [% (t— n)] —u(t —3m)Cos E (t— 371)]}

N

Ly = e —g— e >

1 1
24 = 24 =
N +4 s +4
4s 4s
L ) = e T _ p—3ms
U 4241 ° 452 +1
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Ecuaciones Diferenciales

TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

1)L‘1{2 s+1 }
s“+4s+ 8
Ll{ s+1 } Ll{ s+1 }
s2+4s+8 s2+4s+4)+8—4
Ll{ s+1 } Ll{ s+1 }
s2+4s+8 (s+2)2+4
Ll{ s+1 }—Ll{(s+1+1)_1}
s2+4s+8) (s+2)2+4
Ll{ s+1 }—Ll{ s+2 } _1{ 1 }
s24+4s+8) (s+2)?2+4 (s+2)2+4
Ll{ s+1 } Ll{ s+2 } 1 _1{ 2 }
s2+4s+8 (s+2)2+4) 2 (s+2)2+4
1 s+1 o _e‘Z‘
L {7s2+4s+8} Cos(2t) - Sen(2t)

2)1:—1{ e }
(s2+1)(s2+4)

1 _A(25)+B+C(ZS)+D
(s2+1D(s2+4) s2+1 s2+4

1= (24s+ B)(s* +4) + (2Cs + D)(s* + 1)
1=2As3+8A4s + Bs?>+ 4B + 2Cs® + 2Cs + Ds®> + D
1= (2A4+2C)s®>+ (B + D)s?>+ (84 +2C)s + (4B + D)
0=24+2C

0=B+D

0=84+2C

1=4B+D

Resolviendo el sistema A=0,B=1/3,C=0,D=-1/3

= e s __ﬁ_l{_QS(2A54—B_+2C54—D)}
(s2+ 1D(s2+4)) € s24+41  s?+4

£t e ” =2AL7! se ™ +BL7! e +2cL7! se ™ +DL7! e
(s24+1)(s2+4) Z+1 s?+1 s?+4 s?+4

B e™%s 1 (e 1 (2e72 B e %s
L 1{m}=55 l{ﬁ}_gL 1{@} > | l{m} u(t— 2)[ Sen (t — 2)——Sen(2(t 2))]

Erick Conde Pagina 32



Ecuaciones Diferenciales

e fin (5 775)

d
L{t f(O)) = = F(s)

tf(®)=L"1 —%F(s)}
er0 = - (5578 )

tft) =L71

In(s — 1)} 4Ll {—%ln[(Sz +2s+1)+5— 1]}

&~

In(s — 1)} = {—%ln[(s +1)2 4 4]}

1 }+L*1{ 2(s+1) }

&~

tft) =L71

P N N

@=L TG+DZ+4

tf(t) = —et —2etCos(2t)

—et —2etCos(2t)
t

B s’+9
4)L1 {ln <s2 - 1)}

d
L{Ef©) = = -F(5)

f®=

tf(t) =Lt {—

B d s2+9
o= g (=)

tF@E) = £ {— % In(s? + 9)} 4L {% In(s? + 1)}

10 = et )

t f(t) = =2 Cos(3t) + 2 Cos(t)

2 Cos(t) — 2 Cos(3t)
t

f@ =
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Ecuaciones Diferenciales

S s3+3s2+1
) s2(s?+2s+2)

s34+3s24+1 _A+B+C(25+2)+D
s2(s2+25+2) s s (sP+2s5+2)

s3+3s2+1=A4s(s?+2s5+2) + B(s? + 25+ 2) + 2Cs(s%) + 2C(s?) + D(s?)
s3+3s2+1=A4s3+ 24s? + 24s + Bs? + 2Bs + 2B + 2Cs® + 2Cs? + Ds?
s3+3s2+1=(A+2C)s®+(2A+B+2C+D)s*>+ (2A+ 2B)s + 2B
1=A+2C

3=2A+B+2C+D

0=2A+2B

1=2B

Resolviendo el sistema A=-1/2,B=%,C=%,D=2

L1 7435741 —AL‘1{1}+BL‘1{1}+ZCL‘1{ > }+DL—1{ ! }
s2(s2+2s+2)) s 52 (s+12+1 (s+1)2+1

71{ s3+3s2+1

— —t —t
ST 25+ 2)} A+ Bt +2Ce "Cos(t) + De™" Sen(t)

L $*43s2+1 ) 1+t+3e_tc (©) + 26t Sen(t
s2(s2+2s+2)) 2 2" 2 % e Sen(t)

6)L {(s2 151)3}

too
L1 JF(J)dcr =&tt)

L{@} = 'JrF(a)da

N

)= f e

u=s24+1 = du=2s

. {f(t) ¢ du

AC) DU
t} ates | ()3
S

)

m —
t a—>+eo2U?| s
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Ecuaciones Diferenciales

1
2a—>+°° (a2 +1)2 (s2+1)?

e
7
- 1L_1 {(s2 i 1)2}

}=
} 2(5 2(s2 +1)?

t 2

f@© 1 _1{ 1 1 }
£ 241 s2+1

t 2

©

= % i)fSen(r) Sen(x — ‘r)dr‘

(D cCos(a + b) = Cos(a)Cos(b) — Sen(a)Sen(b)
(@cCos(a — b) = Cos(a)Cos(b) + Sen(a)Sen(b)
Multiplicando por (-1) la primera ecuacién

@ - Cos(a + b) = —Cos(a)Cos(b) + Sen(a)Sen(b)

@cCos(a — b) = Cos(a)Cos(b) + Sen(a)Sen(b)

Entonces @ + @
sen@snty - 20D Costat
) ¢
@ T2 J[Cos(r —t+7) —Cos(t+t—1)]dr
|0
r® == f[Cos(ZT —t) — Cos(t)]dr
t 0
O] == f[Cos(ZT —t) — Cos(t)]dr
t 0
= 3lpsener -0 -rcosto]
f(

) 111 1
— =3 [ESen(Zt —t) —t Cos(t) — ESen(—t)]

trl 1
0 =5 [ESen(t) ¢ Cos(®) + ESen(t)]

f@® = [Sen(t) —tCos(t)]
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Ecuaciones Diferenciales

7Lt {g — Arctan (;)}
tft) =L71 {— % [g — Arctan (%)]}

1
t)=L71{-
i { 1+<%>2}

tft) =Lt {—

4+52}

tf(t) = —2L—1{

4+52}

t f(t) = =2 Sen(2t)

_ —2Sen(2t)
f) = —
-1
8L {s(s2 +4s + 5)}

( e 2Sen(t)

e Rl e
s(s2+4s+5)) Lé (s+2)2+1]

1

-

1
£ {s(s2 +4s + 5)} - fe‘szen(x)dx
0

fe‘szen(x)dx
u=_Sen(x) = du=Cos(x)

1
dv=edx = v= —Ee‘z"

Sen(x) pm2x l

Je‘z"Sen(x)dx =-— + 2fe‘z"Cos(x) dx

u=Cos(x) = du=—Sen(x)

1
dv=edx = v= —Ee‘z"
Sen(x 1| Cos(x 1
Je‘z"Sen(x)dx = —&e_z" +=|- ( )e_zx ——j e 2*Sen(x)dx
2 2 2 2
Sen(x Cos(x 1
Je‘z"Sen(x)dx = - 2( )e_z" - 4( )e_z" _Zf e 2*Sen(x)dx
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fe_Z"Sen(x)dx = —%e—zx [SET;(X) + COZ(x)
- ! _ 4 L, [Sen() | Cos(x)]|¢
1{M}__§ez [ > +T]0

B 1 4 _tSen(t) Cos(t)] 4r1
1{s(sz+4s+5)}__§ez[ 2 + 4 ]+§[Z]

1 1
£t {m} = —g[2e7'Sen(t) + e *Cos(t) — 1]
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Ecuaciones Diferenciales

RESOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES MEDIANTE LA TRANSFORMADA DE
LAPLACE

1)y -6y +9y=t%%, y(0)=2;y(0)=6
L{y"} - 6Ly} + 9Ly} = L{t?e™)

, 21
[s7Y =5 5(0) =y (@] = 6lsY —y(0)] +9Y = =3

2
YSZ—ZS—6—6YS+12+9Y=W

2
Y[SZ—65+9]=W+ZS—6

L*l{Y}:L*{ 2 2s 6 }

G-35 G-32 (-3

Fn= %L_l {%} et {(s —53)2} oL {(s —13)2}

s _ A + B
(s—3)2 s—3 (s—3)2

s=A(s—3)2+B(s—3) = A(s*—65+9) + Bs — 3B = As®> — 6As + 94 + Bs — 3B

s =As?>+ (B —6A)s + (94— 3B)

0=A4
1=B-6A
0=94-3B

Podemos notar que el sistema no tiene solucion, entonces este método no funciona, pero sabemos que

tF@E) = £ {— %F(s)}

tf(e) =2 {‘%[ﬁ]}

B 1 2s
tfo =1L 1{_(5—3)2+(s—3)3}

tf() = —£7! {ﬁ} + 247 {55}

s _ A B C
GG-33 s-3 G-32 G-33

s=A(—3)>+B(s—3)+C=A(?—-65+9)+Bs—3B+C =As?>—6As+9A+ Bs— 3B+ C
s=A4s>+ (B—64)s+(9A—3B +C)
0=A4

Erick Conde Pagina 38



Ecuaciones Diferenciales

1=B—-6A

0=94-3B+C

Resolviendo el sistema A=0,B=1,C=3

tf(t) =—-L" {(s 13)2} +2L71 {S f 3 + (s _B3)2 + G 53)3}

tf(t) =—-L71 {ﬁ} +2L71 {(s _B3)2 + (s 53)3}

L= ‘LTT{(S - !3)2} * ZBﬁ_l [e —1!3)2} * ZCzL!_l c E!3)3}

t f(t) = —te3t + 2te3 + 3t2e3t

f(t) = —e3t + 23t + 36te

t4 3t

2 3t 72 3t _ 3t
v + 2e°* + 72te 6te

y(@) =

t4
y(t) = e3t [E +2+ 66t]

2)y" +4y = u(t )Sen ®, y0)=1;y0)=0
)Sen [(t—%)+%]
)[Sen (t ——) Cos (4) + Sen (4) Cos (t —%)]

213+ 42051 = o (¢~ ) sen (e~ ) cos (2) -5 () os e )

-x>|=:

y”+4—y=u(

4>|=:

y”+4—y=u(

[s2Y — 5 9(0) - y(0)1+4Y—e“s[f . )+g(ﬁ)]

2 —s +4Y=e_%s[§( . )+E(SL)]

s2+1

_\/_1 \/5(;)]4_;

Tstr4 2+1 2 \s
s 12 N
e 4 2 1 2 s s
LY} =L _(z—)+_(2—) T2
s?+412 \s+1 2 \s?+1 sc+4

V2o e 1 V2o se _ s
y(®) =5 L7 {—(sz THGTFD 1)} e {(sz OGTT 1)} + o)

1 _A(25)+B C(2s)+D
(s2+4)(s2+1) s2+4 s2+1
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Ecuaciones Diferenciales

1=24s(s>+1)+B(s?+ 1) +2Cs(s®> +4) + D(s*> + 4)
1=2A4s%+24s+ Bs?> + B + 2Cs® + 8Cs + Ds? + 4D

1= (2A4+2C)s®+ (B +D)s?>+ (24 +8C)s + (B + 4D)

0=24+2C
0=B+D
0=24+8C
1=B+4D

Resolviendo el sistema A=0,B=-1/3,C=0,D=1/3

s _A'(2s)+ B’ C'(2s)+D’
(s2+4)(s2+1)  s2+4 s?+1

s=(24’+2C)s3 + (B’+ D)s?> + (2A’+ 8C")s + (B’ + 4D")

0=24"+2C
0=B+D’

1=24"+8C
0 = B’+ 4D’

Resolviendo el sistema A’=-1/6,B"=0,C'=1/6,D"=0

V2 {_15[2A5+B ZCs+D} V2 _1{ _zs[ZA's+B’ ZC’s+D’} _1{ s }
e + 7

t)=—L"1e™2 + + —
Yy =3 s2+4 | s241 s2+4 | s2+1 (52 +4)

V2 i s B\ 1%2 s 1
o=Letfe bl v (B) 12 e S o L)
y(®) 2 € 52+4+ 2 52+4+ 52+1+ sZ2+1

G S SV N | S
27 ¢ s2+4 U 5244 s r1 U241 (2 +4)

y@) = \/Z—Eu(t —g) [—%Sen(Z (t —g) +%Sen (t—g)) +\/2—E/u(t —g) [—%Cas (2 (t —g) +%Cos (t—%))] + Cos(2t)

t
3) f(t) + 4jSen(t)f(t —1)dt =2t
0

t

L{f(®)} + 4L fSen(T)f(t —1)dt p = 2L{t}

0

y+4y( ! )—2(1)
s24+1) 7 “\s2
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2(3)
(1+5%9)

_ 2(s*+5)
T s2(s24+1)

Y =

LYy} =241 {ﬁ} +10£71 {Wl-l-l)}

ﬂﬂ:zyﬂ{

p 1} + 10f5en(r)(t —1)dt
0

fSen(r)(t —1)dt

u=t—17 = du=-dr

dv = Sen(@dr > v =—Cos(r)
=—wdﬂ&—ﬂ—f&dﬂw

= —Cos(0)(t — 1) — Sen(r)

y(®) = 2 Sen(t) ~ 10[Cos(@)(t ~ ) + Sen(D)]

y(t) = 2 Sen(t) — 10[Sen(t) — t]

ly(®) = 10t — 8 Sen(0)|

)y +2y' +2y=8(t-m), y(0)=y(0)=0
Ly} + 2L{y} + 2L{y} = L{6(t — m)}

[s2Y — s y(0) — y'(0)] + 2[sY — y(0)] + 2V = ™™
Ys?+2Ys+2Y =™

—nSs

ey =20 )

Iy(t) =2u(t—met™Sen(t — 11:)|
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Ecuaciones Diferenciales

5y +2y +2y=Cos(t)6(t—3m), y0)=1, y(0)=-1
Ly} + 2L{y"} + 2L{y} = L{Cos(t)5(t — 3m)}

[s2Y — s y(0) — y'(0)] + 2[sY — y(0)] + 2Y = Cos(3m)e 3"
Ys?—s+1+2Ys—2+2Y=—e %

Y(s2+25+2)=—e3™ +(s+1)

e 3 (s+1)
LYYy= L ——t+ ] {—}
r} {sz+25+2}+ sZ4+2s+2

B B e—3n’s B (S+1)
v =-L 1{(s+1)2+1}+L 1{(s+1)2+1}

|y(t) = —u(t — 3m)elt3MSen(t — 3m) + e*‘Cos(t)I

6)ty’ -ty —y=0 , y0)=0, y(©0)=3
ity - Lity} - Ly} =0

—% [s?Y =sy(0) = y' (@] + :—s [sY —y(0)]-Y =0

—2sY —s?Y' +Y +sY' =Y =0

Y (1—s2) =2sy

day

— (1 —s%) =2sY

ds

dY_ 2s d R dY_ZJ' s p
Yy 1-s2° vy  “)1-2®

u=s> = u=2sds

dY_ f 1 d
B 1—us

In|Y| = —In|1 —u|

elnlYl — e—lnll—ul = Yy =

e =ty

|y(t) = —Senh(t) |
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Ecuaciones Diferenciales

11

7Ny -2y +y=e", y0)=0, y(l)—Te

No conocemos el valor de y’(0), entonces vamos a realizar un artificio, multiplicaremos por “t”
ty” — 2ty +ty = tet

Lity} — 2L{ty’} + L{ty} = Ltet}

d i d d 1
_g[SZY—sy(O)—y(O)]+$[5Y—y(0)]—£[Y]=m
—ZSY—SZY’+Y+SYl—Yl=;

(s —1)2
Y’(—sz+s—1)+(1—25)Y=ﬁ
Y’(sz—s+1)+(25—1)Y=—ﬁ
v (2s—-1) yo_ 1

st D T T G-DE—s+ D)
(2s-1)

u(s) = efP(S)dS = u(s) — ef s2—s+1) ds

Resolviendo la integral:

(2s—-1)
(s2—s+1) —s+1)

u=s2—s = du=2s—1ds

du
J = Inju+l = In|s?-—s+1]|
u+1

Entonces:

u(s) = elnls?=s+1l 5 y(s)=s2—s+1

d 1
E[(SZ—S+1)Y] = —m

fd[(sz—s+1)Y] = —fﬁds

1
(s?=-s+1DYy=—
s—1

Ll{y}zﬁl{(g—l)(sz—s+1)} = Ll{Y}ZLl{(S—l)[( Z_s+ )+1——]}

L—1Y=L—1!( : > \L
" |6-](s-3) +3))
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Ecuaciones Diferenciales

Aplicando convolucién:

%eét Sen(\/zg )

|( “|
“ig—._u =) +z])|}

t
V3
?J.e(t ")eZ Sen(2 x>dx
0

t
2 1 V3
—etfe_fx Sen<—x>dx
V3 ) 2

Integrando por partes:
—5x 1 —5x
u=e 2 = du:—Eede
V3 2 V3
dv=Sen|—x|dx = v=—Cos|—x
2 NE 2
Entonces:

fe_%x Sen (\/2—§x> dx z%e_lxé‘os <\/2§ )+%fe_%"Cos <?x> dx

Integrando nuevamente por partes:

1 1 _1

u=e ¥ = du=—Ee_2xdx

V3 2 V3
dv—Cos(7x>dx = v——ﬁ56n<7x>
Entonces:

V3 2 1 (\/_ ) [ <\/§ ) 1 1 V3

e 2" Sen|—ux |dx = —=e 2¥Cos __xSen —x ——fe_foen(—x>dx]

[ertse(F) o= e )5 z

1 3 2 1 3 2 _1 3 1 1 3
Je_foen \/_x dx = —e 2*Cos £x ——e 2*Sen £x ——f ~2%Sen \/_x dx
V3 3 3 2

Erick Conde Pagina 44



Ecuaciones Diferenciales

Luego tenemos que:

B w

Alw AW

y®=\—=);
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Ecuaciones Diferenciales

SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES

{x'l =3x1— Xo
x'z =4x4 +3x,

Derivando la primera ecuacion:
x; =3x1—x5 (3)

(2) en (3)

xi’ = 3x'1 — (4x1 + 3x3)

x, =3x'1 —4x; —3x, (4)
(1) en (4)

%, =3x1 —4x; —33x; — x1)
xi’ = 3x'1 —4x; —9x + 3xi
x; —6x; +13x; =0
Entonces:

x, =e't

1

xq=re

X" = r2e™

Reemplazando:
r?e™ —6re™ +13e™ =0

e"t(r’—6r+13)=0 = r’—6r+13=0

6+.36—4(1)(13
N2 = 2 ()( )=3i21

Entonces:

le = e3[C, Cos(2t) + C, Sen(Zt)]|

Pero:

Xy = 3x1 — X1

x; = 3e3[C, Cos(2t) + C, Sen(2t)] — 3e3t[C, Cos(2t) + C, Sen(2t)] — e3t[2C, Cos(2t) — 2C, Sen(2t)]|
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Ecuaciones Diferenciales

OPERADORES DIFERENCIALES

1) {x; = X1 + X2
x'2 =4x, — 2x,

" 2

xl =Dx; ; x; = Dxy
Entonces:

Dxy =x1+x, ; Dxp,=4x —2x,
Luego:

D —=Dx; —x,=0 (1)

—4x1+ (D +2)x; =0 (2)

Multiplicando por 4 a (1) y por (D+2) a (2), y luego sumamos (1)+(2):

—4x,+(D—-1)(D+2)x; =0
—4x,+ (D*=3D +2)x, =0
—4x,+x" 3 —3x,4+2x,=0
x”z - 3x'2 —2x,=0
Entonces:

x, = et

1

x,=re"

"

X', = TZert
Reemplazando:
r?e™ —3re™ —2e™ =0

e"t(r2-3r—-2)=0 = r:2-3r—2=0

_3+V9-4((-2) 3417

2= 2 2

Entonces:

3+VI7 3-V17
X = Cle 2 + Cze 2

Pero:

1 .,
x| = Z(xz + 2x3)

= 2
X1 ) 2 2 Cze

1[(3+\/1_7> 3417 (3—\/1_7> 3_mx] [
=—||—5—)Cie 2 " +|—F— +2

3+v17

3—V17

Cle 2 X+Cze 2

X
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Ecuaciones Diferenciales

{x' =2x—3y+ 2 Sen(2t)
) y =x—2y— Cos(2t)

Dx = 2x — 3y + 2 Sen(2t)

Dy = x — 2y — Cos(2t)

Luego:

(D — 2)x + 3y =2 Sen(2t) (1)
x—(D—2)y+3y=_Cos(2t) (2)

Multiplicando por —(D+2) a (2), y luego sumamos (1)+(2):
3y+ (D —2)(D+2)y =2 Sen(2t) + Cos(2t)

3y + (D? — 4)y = 2 Sen(2t) + 2 Sen(2t) + 2 Cos(2t)
Entonces:

y" —y =4 Sen(2t) + 2 Cos(2t)

Encontrando la solucién complementaria:

Y —y=0
Luego:

y — ert

y' =re™

y" — .rZert
Reemplazando:

riet —et =0 = e"t(F?-1)=0
= +1
Entonces:
Y. = Ciet + Ce™t

~C.F.S={et,e !}

Encontrando la solucidn particular:

¥p = A Cos(2t) + B Sen(2t)

y,= —2A Sen(2t) + 2B Cos(2t)

y'p = —4A Cos(2t) — 4B Sen(2t)
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Ecuaciones Diferenciales

Reemplazando:

—4A Cos(2t) — 4B Sen(2t) — A Cos(2t) — B Sen(2t) = 4 Sen(2t) + 2 Cos(2t)
—5A Cos(2t) — 5B Sen(2t) = 4 Sen(2t) + 2 Cos(2t)

—54=2 = A=-2/5

—5B=4 = B=-4/5

Yy = —éCos(Zt) —g Sen(2t)

Entonces:

2 4
y(t) = Ciet + Cre~t — ECos(Zt) -3 Sen(2t)

Pero:
x(t) =y + 2y + Cos(2t)

4 8 2 4
gSen(Zt) ~z Cos(2t) + 2 [Clet + Cye t —=Cos(2t) — 3 Sen(2t)| + Cos(2t)

x(t) = Ciet — Cre ™t + z

4 8 4 8
x(t) = Ciet — Cre ™t + gSen(Zt) ~z Cos(2t) + 2Ciet + 2C,e™t — gCos(Zt) ~z Sen(2t) + Cos(2t)

4 11
x(t) = 3C,et + Cre ™t — ESen(Zt) -5 Cos(2t)
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Ecuaciones Diferenciales

VALORES Y VECTORES PROPIOS

/0011
DX =(10 1]x

1 1 0
det(A—2A) =0
0—A1 1 1 -1 1 1
1 0—-4 1 [=0 = 1 -2 1(=0
1 1 0—-4 1 1 -2

S -l Sl =0
A2 -1 —(A-D+1A+1) =0
A -DA+D+A+D+A+1D) =0
@+D-22-1D+@AQ+1)]=0
-A+1DR2-2-2)=0

Entonces:
Para A4 = -1
1 1 1|0 1 1 1|0
(1 1 10>~<0 0 OO) = a=-b-c
1 1 1lo0 0 0 olo
a -1 -1
S ey
c 0 1
Para A3 = 2
-2 1 110 -2 1 110 -2 1 1|0 B _
(1 2 1 0>~<0 -3 3 0)~(0 -1 10) = _2a+b+2:g -oa=c
1 1 =210 0 3 =310 0 0 olo -
a 1
el:2={<b>b=c;a=c;celR} > BEH={(1)}
c 1
Finalmente:

-1 -1 1
x=Ci| 1 )et+Cy| 0 |Jet+C3(1]e™*
0 1 1
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Ecuaciones Diferenciales

10 0 1
2) X =(2 1 —2>X ; x(0)=(—1>
3 2 1 0

det(A—2A) =0

1-2 0 0
2 1-4 =2
3 2 1-4

=0

a-nl'3h 2o
A-D[A-D%2+4]=0
A-DA-21+2+4)=0
1-DA?-21+5)=0

2+./4—42()(B) 2+4i

M=1; L= > =——=1+2i
Entonces:

Para A4 =1

0 0 o0]0 2a—2c=0 > a=c
(g Y 8) Z 3a+2b=0 = bz—ga

a 3 2
a=—-1% {(b> a=c; b= —Ea ; ae IR} =S Be, = {<_3>}
¢ 2

Para A; =14 2i
0 -2i 0 0
0|~ 2 -—-2i -2
0 0 0 0

-2i 0 0
(2 —2i =2
0
a=0;c=—ib;beR} = ﬁel_mi:(l)}
—i

3 2 =2
Para A3 =1—2i

8 2a—2ib—2c=0 = c¢c=-—ib

0) R ~2ia=0 = a=0

a
&=1+21 = {<b>
c

Es la conjugada de la segunda base, entonces:

poe=|(3)
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Ecuaciones Diferenciales

Entonces:

2 0 ' 0 ‘
X = Cl -3 et + Cz 1 6’(1+21)t + C3 1 e(l_ZL)t
2 —i i
2 0\ 0
x=C|-3|et +et|Cy| 1 |e? +C3( 1 |e2H
2 —i i
2 0 0
x=C|-3]et +et 1]+i[ 0 |[(Cos2t+iSen2t)+Cs3
2 0 -1

Ahora, solo desarrollemos:
2 [ 0 0
x=C1<—3>et+et C, <1>+i( 0) (Cos 2t + i Sen 2t)
2 i 0 -1
[ 0 0 0 0
et +et|Cy|1])Cos2t+ Chi|1]Sen2t+Cyi| 0 |Cos2t+ Cri?| 0 |Sen 2t
| 0 0 -1 -1
[/0 0 0 0
1>Cos 2t—| 0 |SenZ2t 1|Sen2t+| 0 |Cos?2t
[\0 -1 0 -1
0 : 0 1l
<1>C052t+< )SenZt + (3 (1) enZt—( )CosZt
0 ] 0 |

0 1 0 1l
<1>C052t+< )SenZt + C3 (1>Sen2t—( )CosZt
0 ] 0 |

C;

0 0
(1) +i (0)] (Cos 2t —i Sen 2t)]
0 1

+ Czl

et +et|C

N

et +et|C

N

=
1]
O
// A/ // //
NCI»JN
~— ~— ~_— ~_—
©
+
mﬁ
5

1
Sabemos que x(0) = (—1
0

(2)-aG) )L
(-G

Resolviendo el sistema:

Finalmente:

1/2 1[/0 0 0 0
x=5 —3]et+et 3 1)|Cos2t+(0]|Sen2t|+||1]|Sen2t— |0 |Cos2t
2 0 1 0 1
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, 2 1 6
3) X =0 2 5|X
0 0 2
det(A—2A) =0
2—2 1 6

5 |_
Z—A_O
2-D2-D2-1)=0
-3 =0

Cuando una matriz A solo tiene un vector propio asociado con un valor A1 de multiplicidad m, se puede determinar las
soluciones de la siguiente forma:

tmfl tmfz

oMt gt At
1(m_1)!€1 +Km2(m—2)!el + o + Kpm et

Xm = K,
En que K;; son vectores columnas

Para nuestro caso la tercera solucion se la determina de la siguiente manera:

£2
X3 = K?ellt + P teMt + Q et

En donde:

k1 P1 a1
K = k:Z , pP= p:Z , Q= q:2

kn, p'n ‘jn

Al sustituir en el sistema X’ = AX , los vectores columnas K, P, Q deben cumplir con:

(A=M4DK=0
(A-4DP =K
A-uDQ=P

La ecuacion caracteristica (2 — 1)3 = 0 indica que A, = 2 es un valor de multiplicidad tres y al resolver tenemos:

Para A4 =2

0 1 6]0

(00 o) = trgem Ll
0 0 olo N -

= {(Bp=ore=0raen) = n={()
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Entonces:

()

Luego resolvemos los sistemas:
ler sistema

(A=MDP =K

2 1 6 1 0 0 P1 1
(02 5)-2(s 1 o] )(2x)=(o)
0 0 2 0 0 1 P3 0
01 6 P1 1 p2+6p3 1 p2+6p3=1
(00 5)(z:)=(o) = ("sn”)=(c) = "m0
0 0 0/\p3 0 0 0 0=0

Resolviendo tenemos que:

P1 0
P = Pz) > P=|(1
D3 0

2do sistema

(A-mDQ=P

2 1 6 1 0 0 51 0
<0 : 5)_2<0 X 0> (q)(l)
0 0 2 0 0 1 az 0
0 1 6\/N 0 q; + 6q3 0 q; +6q3 =0
(0 0 5> <QZ> = <1> = ( 5q3 ) = (1) = 53 =1
0 0 0/\43 0 0 0 0=0

Resolviendo tenemos que:

51 0
Q=(22) = @=|-6/5
q3 1/5
Finalmente las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales es:

tZ
x = CiKe? + C[K te® + P e?] 4+ C5 [K 7e2t +Pte* +Q eZt]

1 1 0 1\ 2 0 0
x=0C, (0) e’ + ¢, (0) te?t + (1) e?t (O)Ee” + (1) te?t + (—6/5) eZ‘]
0 0 0 0 0 1/5

+C3
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RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES UTILIZANDO
TRANSFORMADA DE LAPLACE

t

{x' + 2x + 6fy(u)du =-2

1) 0

l X +y +y=0
x(0)=-5; y(0)=6
Aplicando transformada de Laplace a cada ecuacion:

L{X'}+2L{x} + 6L {f y(u)du} = —2£{1}

0

LxY+ LT+ Ly} =0

Y 2 Y 2
[sX—x(O)]+2X+6;=—; = SX+5+2X+6_-=—1

[sX —x(0)]+[sY — y(0)]+Y=0 = sX+5+sY—6+Y=0

S2X4+55+2sX+6Y=-2 = s(s+2)X+6Y=-2-5s

(s+1D)Y+sx=1

ss+2)(s+DX+6(s+1)Y =—5s+2)(s+1)
—6(s+1)Y —6sX=—-6

Sumando las dos ecuaciones tenemos:
s(s+2)(s+1)X—6sX=—(5s+2)(s+1)—6
Xs(s2+3s4+2—-6)=—(5s+2)(s+1)—6

557 +7s+2 6
T s+ -1 sG+4)GE-1)

Descomponiendo en fracciones parciales:

552+ 7s+2 _A+ B N c
s(s+4)(s—1) s s+4 s—1

552+ 7s+2=A(s+4)(s—1) +Bs(s —1) + Cs(s + 4)
552 + 75+ 2 = As? + 3As — 4A + Bs? — Bs + Cs? + 4Cs

552+ 7s+2=(A+B+C)s*+ (34 —B+4C)s — 44
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5=A+B+C

7=34A—-B+4C

2=—44

Resolviendo el sistema A =-1/2,B=27/10, C = 14/5
Ahora:

6 A, B
sc+4)(G—-1) s s+4 s—1

6=(A"+B +C)s?>+BA —B +4C)s— 44’
0=A"+B"+('

0=34"-B"+4C'

6 =—4A'

Resolviendo el sistema A’ =-3/2, B’=3/10, C’' = 6/5

Entonces:

L7YX} = L*l{A+ 5 + C} L1 A’+ 5 + ¢
B s s+4 s—-1 s s+4 s-—-1

x(t) = —(A+Be ™ +Cet) — (A +B'e™* + ('e")

1 27 14 3 3 6
Y - -4t oty = = -4t _ ot
x(t) = ( 27 10°¢ +58) ( 2T 10°¢ +se)

x(t) = =2 —3e™* — 4¢t
Encontrando la segunda solucion:
s+1DYr+sx=1

y_l—sX
T (s+1)

v = 1 s 5524+ 7s+2 6
Ts4+1 G+D| s+ -1) s(s+4)(s—-1)

1 552+ 75+ 2 6
=i TG 6 -0G+D G HG-DG+D

Y
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Descomponiendo en fracciones parciales:

5s2+7s+2 A LB L€
GG+ -DGE+1) s+4 s—1 s+1

5524+ 7s+2=A(s -1+ 1D +BG+4H)+D)+C(s+4)(s—-1)
552+ 7s+2=As>— A+ Bs?+5Bs + 4B + Cs? + 3Cs — 4C

5524+ 7s+2=(A+B+C)s>+ (5B +3C)s+ (4B — A —4C)
5=A+B+C

7=5B+3C

2=4B—-A-4C

Resolviendo el sistema A=18/5,B=7/5,C=0

6 = A + 5 + ¢
G+ -D(G+1) s+4 s—1 s+1

6=(A"+B +C)s*>+ (5B +3C)s + (4B’ — A" — 4C")
0=A"+B"+(

0=5B"+3C'

6 =4B —A' —4C'

Resolviendo el sistema A’ =6/15, B’ =3/5, C’' =-1

Entonces:

1 A+B+C+A’+B'+C’
s+1 s+4 s—-1 s+1 s+4 s—1 s+1

L‘l{Y}=L‘1{ +
yt)=et4+Ae* +Bet +Cet+Ae* +Bet +(C et
18 7 6 3
oty 24t e 2 a2 et
y(t) =e +5e +Se +5e +5e e

Finalmente:

|x(t) =—-2—-3e " —4¢'

24 3
y@®) =et+ ?e““ + 2et + Ee‘ —et
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([ 0,0<t<?2
x —y=141,2<t<3
2) ) 0, t=3
y —x=1
x(1)=y1)=1

x —y=ult—-2)—ul-3)
y —x=1

Lix'} = L{y} = L{u(t — 2)} = L{u(t - 3)}
L{y'} — Lix} = L{1}

2s —3s

[sX —x(0)]-Y = —e

o
1

[sY —y(@] -X =<

No conocemos el valor de x(0) y de y(0), pero vamos a llamar x(0)=w y y(0) =z , entonces:

SX—w—Y=e % -3

s2Y —zs—Xs=1

Entonces:
e72s o3 w Y
X = —_ f— —
N N s s
1 z X
V¥ ==+-+—
N s s

Reemplazando Y

e%s 3 w 1,1 z X
x=4—_ +—+—(—2 z —)
s s s s\sZ s s
e%s e w 1 z X
Xe——— =t S+ 5+
s s s s3 s2 s
X(l 1) e~2s e‘3s+w 1+
s2) " s s s s3 s2
LR R B R
Ts2-1 52 s2—1 s(s2—-1) s*2-1
L—l{X}=L—1{ e - e 4y + ! + Z}
21 s2—1 s2—1 s(s2—-1) s?2-—-1

Erick Conde Pagina 58



Ecuaciones Diferenciales

Resolviendo cada transformada inversa:

-1 o —2s| — _ _
* L {sz—le }—u(t 2) Cosh(t —2)
o) e‘35}=u(t—3)Cosh(t—3)
s2—1
* )= cCosh
52_1}— osh(t)

ne R

‘ eX—e™*
fSenh(x)dx ; PeroSenhx = ——
0

t t
e¥ —e™* 1 ¢ eX —e™* 1
fidxz[—(ex-ke’x)] > fidxz—(et+e’t—2)
0 2 0 0 2

s(s2—1) 2
L’l{ ! } Senh(t)
* =
o] en
Entonces:

—t

t
() = 1t — 2) Cosh(t — 2) — u(t — 3) Cosh(t — 3) +w Cosh(t) + ——<— — 1 + z Senh(t)

2
Ahora:
y_1+z 1( s Zas s “35 4 s + 1 + z )
T 5Tz 18 s2_1°¢ Wee 1 s(s2=1) " s2—1
Y==+—-+ LIS ! =35 4 ! + ! b
T2yt _1° s2_1°¢ W1 s2(s2— 1) " s(s2—1)

1

=
1

* L‘l {—} =1
s

* L‘l{ ! e‘zs} = u(t — 2) Senh(t — 2)
s2—1

* L‘l{ ! e‘35} = u(t — 3) Senh(t — 3)
s2—1
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L‘l{ ! } Senh(t)
* =
27 en
L‘l{ 1 } et +et 1
* = —
s(sz2—1) 2

N e R E T
* —_—_— _ —
s2(sz2—-1) sz s2—-1

f(t —x)Senh(x)dx = f(t - x) <¥> dx
0 0

t t

t
tfex_e_xd ! f *d f g
2 X 2 xe X xe X
0 0 0

E (e% +e—) —%[ex(x S Dte(x+ 1)]]0

Evaluando:

t 1 tet te”t tet et tet et
(ot —t\ _ ot (+ -t = [ T
2(e +et) 2[e(t D+et(t+1]-t 2+ 5 2+2 5 5 t

L—l{ ! } =8 t
s2(s2—-1)) " 2 2
Por lo tanto:

et+et

x(t) = u(t — 2) Cosh(t — 2) — u(t — 3) Cosh(t —3) + w Cosh(t) +

— 1+ z Senh(t)

et et et +et
y(t)=t+z+/u(t—2)5enh(t—2)—u(t—3)Senh(t—3)+wSenh(t)+7—T—t+z > -1

U W, U

Encontrando los valores de “w”y “z

Sabemos que x(0)=w y y(0) =z

0 =0

x(0) = «(0—2) Cosh(0 —2) —u(0—3) Cosh(0 —3) + w Cosh(0) + ete

> — 14 z Senh(0)

0+ -0 0+ -0 0o_ ,-0
w = u(=2) Cosh(~2) — u(~3) Cosh(—3) + w (e 2“’ >+e 2“’ —1+z (%)

w 1 z
w=0-0+-+-—-1+4+=

22 2
3W_z 1
2 2 2
W—3(Z )
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el e ed+e 0
y(O)=0+z+u(0—2)Senh(0—2)—u(0—3)Senh(0—3)+wSenh(O)+?—T—O+z > -1

0_ ,—0 0 ,-0 0 4 -0
z=z+u(—2)Senh(—2)—u(—3)5enh(—3)+w(e Ze >+%—%+z(e Ze —1>

—74+0-0+=+2
zZ=12Z 2 2 Z

Reemplazando nos queda:

w
W—§(W—1) > 5 =-3

Finalmente:

et +et
2

x(t) = u(t —2) Cosh(t —2) —u(t — 3) Cosh(t — 3) —% Cosh(t) + -1 —% Senh(t)

1 1 Coet 1 1fet+et
y(©) :t—§+/u(t—Z)Senh(t—Z)—u(t—3)Senh(t—3)—ESenh(t)+%—%+§—i<i—1)

x(t) = u(t — 2) Cosh(t — 2) — u(t — 3) Cosh(t — 3) —% Cosh(t) + Cosh(t) — 1 —% Senh(t)

y(t)=t— % +u(t —2) Senh(t —2) — u(t — 3) Senh(t — 3) —% Senh(t) + Senh(t) + % - %(Cosh(t) -1)

x(t) = u(t—2) Cosh(t—2) —u(t —3) Cosh(t —3) +% Cosh(t) — 1 —% Senh(t)

y(t) =t+ u(t—2) Senh(t —2) — u(t —3) Senh(t —3) + % Senh(t) — % (Cosh(t) — 1)
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x —y = Sen(t) u(t —m
3){x+y =0
x(0) =y(0) =1

x —y =Sen[(t —m) +m] u(t —m)
x+y =0

x —y =[Sen(t —m)Cosm + Cos(t — m)Senm]| u(t — )
x+y =0

x —y =—=Sen(t —m) u(t —m)
x+y =0

L{x"} = L{y'} = —L{Sen(t — ) u(t — 7)}
L{x}+ L{y'} =0

1

_ _ — S __~
sX —x(0) —sY +y(0) = —e 1

X+sY—y(0)=0

sX—sY =—e™

X+sY=1

s2+1

Usando la regla de Kramer tenemos:

1 1
—7s _ __ TS
€ sTr1 Y 1|
— 1 s . _n 1
X |s —S| ; Y |s —S|
1 s 1 s
1
— —TmS
X = se SZ+1+S= 1 B 1 pons
s2+s s+1 (s2+1)(s+1)
1
_ p— TS
yzs ¢ s?+1_ 1 1 oS
s2+s s+1 s(s2+1D(s+1)
Encontrando la lera solucion
Aplicando transformada inversa:
1 1
LX)} = L-l{ - e—m}
3 s+1 (s2+1D(s+1)
1
e
s+1 ¢
L1 {;e"“} ; Aplicando convolucién tenemos L1 LI
(sZ+D(s+1) ’ s2+1 s+1
Sen (t) xe~t

. ¢
Je_(t‘x)Sen(x)dx = e—fjexSen(x)dx
0 0
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Resolviendo la integral por partes tenemos:

fe"Sen(x)dx = —e*Cos(x) +fe"Cos(x)dx

fexSen(x)dx = —e*Cos(x) + [e"Sen(x) — J- e"Sen(x)dx]

fe"Sen(x)dx = %[exSen(x) —e*Cos(x)]
Evaluando:
1 £
[E [e*Sen(x) — e"Cos(x)]] 3 [etSen(t) — etCos(t) + 1]
0
Entonces:
o {m} = & leSen(t) — e Cos(t) + 1] = 7 [Sen(t) — Cos(t) +¢~]
1 1
L71 {m e*’”} = E [Sen(t - 7T) - COS(t - TL') + ei(tin)]

Luego:
1
x(t) =tet — > [Sen(t —m) — Cos(t — ) + e~ (=]

Encontrando la 2da solucién

Aplicando transformada inversa:

- — - 1 —TS
Hr}= 1{s+1_s(sz+1)(s+1)e }

1
£ 1{s+1}_te t

1 1 1
L~ ”5} ; Aplicando convolucién tenemos L™ {; * % —}

1
{s +1)(s+1) s2+1 s+1

J 2+1 sil)
\

1% % [Sen (t)— Cos(t)+e‘t]J

[Sen(x) — Cos(x) + e *]dx

O\”
N| =

t t

f[Sen(x) —Cos(x) + e *]dx = %[—Cos(x) — Sen(x) —e™*]
0

N| =

0
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t
1 1
Ef[Sen(x) —Cos(x) + e *]dx = E[—Cos(t) —Sen(t) —et + 2]
0
Entonces:

1 1
1) - 00O ,-ms{__J_ _ _ _ _ p—(t—-m)
L {s(sz+1)(s+1)e } 2[ Cos(t—m) —Sen(t—m) —e +2]
Luego:
1
y(t) =te t + 3 [Cos(t — ) + Sen(t — ) + et — 2]

Finalmente la solucion del sistema es:

x(t) =te t - % [Sen(t — @) — Cos(t — ) + e~ ¢~™)]

1
y(t) =tet + > [Cos(t — m) + Sen(t — m) + e~ ™ — 2]
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APLICACIONES

SISTEMA MASA — RESORTE - AMORTIGUADOR

1) Una masa de 1 kg estd unida a un resorte ligero que es estirado 2m por una fuerza de 8 N, la
masa se encuentra inicialmente en reposo en su posicion de equilibrio. Iniciando en el tiempo t =
0 seg se le aplica una fuerza externa f(t)=Cos(2t) a la masa pero en el instante t = 21 esta cesa
abruptamente y la masa queda libre continuando con su movimiento, pero en el tiempo t = 4,
la masa es golpeada hacia abajo con un martillo con una fuerza de 10N. Determine la ecuacion
del movimiento, ademds la posicion de la masa cuando t = 91t/4 seg.

d*x  dx

mm+cdt+kx=f(t)

Nos dice que el resorte es estirado 2mpor una fuerza de 8N, entonces:
F_ 8

Ademads nos dice, que en t=0 se le aplica una fuerza externa, y después cesa abruptamente, entonces f(t) nos queda:

_(Cos(2t); 0<t<2m
f(t)_{ 0 s t>2m

Pero en t =4 1, es golpeado con un martillo, produciendo un impulso, entonces, nuestra ecuacion nos queda:

2

d
d—tjzc +4x = (ug =z, )Cos(2t) + 10 6(¢ — 4m)

x" 4 4x = uyCos(2t) — 1y, Cos(2t) + 105(t — 4m)
La funcidn coseno ya estd desfasada, entonces aplicando transformada de Laplace, nos queda:

s
s2+4 sZ+4

[s2X — s x(0) — x (0)] + 4X = e 2™ 4 10e~*ms

Sabemos queent =0, x(0) =x’(0) =0

N N

s2+4 sZ+4 e™¥ + 107

s2X 44X =

N N

—27ms —4ms
—_ e + 10e
s2+4 s2+4

X(s2+4) =

s s e—4ns

X = — —2ms 10 ——
GTrag Grrazt T

Aplicando transformada inversa:

_ B s B s s _ —4ns
L=t 1{(52+4)2}_L 1{(52+4)28 : }+10L 1{52+4}
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Aplicando convolucién:

Sen (Zt)\

(
L 11 = }
s2+4 s2+4+4
L )
E.f Cos(2x)Sen[2(t — x)]dx
0

1
Zf[Sen(Zx + 2t — 2x) — Sen(2x — 2t + 2x)]dx

%![Sen(Zt) — Sen(4x — 2t)]dx

1 1 t 1 1 1
7 [x Sen(2t) + 1 Cos(4x — 2t)]0 > 2 [t Sen(2t) + 1 Cos(2t) — ZCOS(—Zt)
Sabemos que Cos(-x) = Cos(x), entonces:
-1 ;} _1
L {(52 Y 4tSen(Zt)

Finalmente:

x(t) = %tSen(Zt) - %/u(t —2m)(t — 2m) Sen[2(t — 2m)] + 5 u(t — 4m) Sen[2(t — 41)]

Encontrando la posicion de la masa en t = 91/4 seq

(3)=3(F) senl2 ()] =5 [(F) ~ 2] (5 —2x) sen[2 (G 2)] + 50 (5 —4m) sem 2 (4]
x4—44en44u4n4nen4n u4nen4n
(911)_9115 (971) T T g s ( 7T )S ( 711)

X %) 16 en > —Eu( ) en(2)+ u 7 en >

9m\ 9w T
x( ) =z (D -7 (D +50)(1)

4

(971') ot
x|\—)=—

4 16 16

9 T
() =3

Erick Conde Pagina 66



Ecuaciones Diferenciales

2) En el extremo de un resorte espiral que estd sujeto al techo se coloca un cuerpo de masa igual
a 1 kg. El resorte se ha alargado 2m hasta quedar en reposo en su posicion de equilibrio. En t = 0
el cuerpo es desplazado 50 cm por debajo de la posicion de equilibrio y lanzado con una
velocidad inicial de 1m/segq dirigida hacia arriba. El sistema consta también de un amortiguador
cuyo coeficiente de amortiguamiento es de 2.5 N.seg/m. Desde t = 0, una fuerza externa es
aplicada al cuerpo, la misma que estd dada por f(t) = Sen(mtt/2). En t = 10 seg y en t = 20 seg el
cuerpo es golpeado hacia abajo proporcionando una fuerza de 5N y de 10N, respectivamente.
(use g = 10 m/seg?). Determine la ecuacién del movimiento

d2

x + dx
m—+c—
dt?

k=)

Nos dice que el resorte se ha alargado 2m hasta quedar en reposo al colocar una masa de 1 kg, entonces:

mg _ 1(10)

F=kx = k=
X 2

k=5N/m

Ademds nos dice que en t=10y en t=20 el cuerpo es golpeado hacia abajo, es decir recibe un impulso, entonces nuestra

ecuacion es la siguiente:
d%x dx i

(D) 5z + @5) 7 + (B)x = Sen (Et) +568(t —10) + 10 8(t — 20)

T

x"" 4+ 2.5x" + 5x = Sen (2

t) +5 8(t = 10) + 10 5(¢ — 20)
Aplicando transformada de Laplace:

LO} + 2.5 L{x'} + 5 L{x} = £ {Sen (g t)} +5{6(t —10)} + 10 {8(t — 20)}

CE

[s2X — s x(0) — x (0)] + 2.5[sX — x(0)] + 5X = + 57105 4 10¢20s

n?
2

+

52

Sabemos que en t = 0 el cuerpo es lanzado con una velocidad inicial hacia arriba y ademds es desplazado 50 cm por
debajo de su posicion de equilibrio, entonces:

NS

[s2X — 0.55 + 1] + 2.5[sX — 0.5] + 5X = + 57105 4 107205

2
2

+

52

NS

s2X—05s+1+4+25sX—125+5X = + 5e710s 4 10205

n?
Z

+

s2

N

1
>+ 5e7105 + 10e7205 + 1

5
X(SZ+—S+5)=

2 -
4

2

+

N

i
7 e—lOs e—ZOs 1 1

x= e T R T A T T
(52+T)[(S+Z) +?] (s+3) +7  (+3) +5 (+3) +%
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Aplicando la transformada inversa:

( - )
= e—lOs e—ZOs 1 1
L7YxX) = £ - A T R e T B L e T R T
Vs
(2 +5) |+ + 5] (s+3) +§ +) %) " (D %

Aplicando convolucién:

(= 15 )
L~ 1 7 f g
i 2 \E) ) &f

4 8

(= JE )
jiﬁ—li e
15 s, T2 5\% | 15
st (s+3) *%)

Sen (%t)*ef% Sen(\/%st)
g 5 15
4 —IX
fSen[E(t—x)]e %" Sen \/;x dx
0

Resolviendo la integral y para mayor comodidad, tenemos:
fSen[A(t — x)]eB* Sen(Cx)dx

f eB*Sen(At — Ax) Sen(Cx)dx

Sabemos que:

[Cos(m —n)x — Cos(m + n)x]

N =

Sen(mx) Sen(nx) =

Entonces:

Je

%U eP*Cos[At — (4 + C)x]dx — J- eP*Cos[At + (C — A)x]dx]

[Cos(At — Ax — Cx) — Cos(At — Ax + Cx)]dx

NlH

Resolviendo la integral por partes, tenemos:

u=eb = du=BePdx

dv =Cos[At— (A+ O)xldx = wv=-—

At — (A
A+CSen[ t—(A+ 0)x]

Bx

e B
feBxCos[At —(A+ O)xldx = e CSen[At —(A+0O)x]+ Y eP*Sen[At — (A + C)x]dx
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Integrando nuevamente por partes:

Bx

u=e = du=Bef*dx

1
dv =Sen[At — (A+ C)x]ldx = v=-——Cos[At— (A + C)x]

A+C
fﬂxc [At — (A4 + O)xldx = — o Sen[At — (A + O] + —2—| -5 cos[at — (4 + O)x]
e oS xjax = A+C en X A+CA+C oS X
fﬂxc (At — (4 + Oxldx = — 5o Sen[At — (A + C)x] + —2 o Cos[At — (A + O] (
e oS xjax = A+C en X (A+C)2 oS X

-1 BebBx

(A + C)?

2
feBxCos[At —(A+ CO)xldx = [1 + (A i C) ] Cos[At — (A + C)x]

Luego tenemos que:

27717 ¢

Resolviendo la segunda integral:

BeBX
(A+0)?

2
JeB"Cos[At + (A + O)x]dx = [1 + (A i C) ] Cos[At + (A + C)x]

Luego tenemos que:

217Lr

B
S Bx —
yn Cfe Cos[At — (A + C)x]dx]

B \2
m) feB"Cos[At — (A + O)x]dx

— % Sen[At — (A + CO)x]

Bx
A+C

[ B BebBx ebBx
1 At — (A - At— (A
_ +(A+C)_ a5 oy CostAt = (A + O)x] = =7 SenlAt = (4 + O)x] )

[ BeBt eBt -I
[ 171 oz CoslAt — (A - At — (A
1 +( B )2 (A+C)2 Cos[At — (A + O)t] A+ CSen[ t—(A+ 0)t] |

A+C BeB(® eB® |

) C Tz CoslAt— (A At — (A

| (A+C)zCos[ t = (4+ O(0)] + 7 SenlAt — (4 + O)(0)] |
[ B \}|'[ Be® oBt B
-1 + (A T C) | »(A T C)Z COS(—Ct) —mSen(—Ct) —mCOS(At) +

1
A—Sen(At)]

+C

Bx

ypn CSen[At +(A+ C)x]]

1
A _— A
Cos( t)+A+CSen( t)

[ B BebBx eBx
_1 + (A T c) | a0 Cos[At + (A + O)x] — & " CSen[At+ (A+0)x] 0
r Bt Bt
B 21! WCOS[M+(A+C)t]—A+CSen[At+(A+C)t]
1+ (A + C) BeB©) eB©®
_—mcos[m + A+ O(O)] + g7 Senldt + (4 + O(0)]
B 217ty BeBt Bt B
_1+ (A n c) | |@rortosl@a+ Ot -z Senl@A+ Ot - ey
tekoonde T rigmago
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Entonces, la transformada inversa nos queda:

. n 15
1 2 8
= £ 7" 2
15 E L 52 15

7 (”Z) +t3)

L2 1+( 5 )2_2 BeT  os(CE) 4= Sen(—Ct) -~ Cos(At) + —1 Sen(4t)
2\ |15 A+C a+cez-” a+ct @a+cez-” axct

BeB‘ eBt B 1
[m Cos[(2A+ O)t] - 17 C Sen[(24 + O)t] — mCos(At) + mSen(At)]

_5
S5e %
- ————Cos

T

Resolviendo las demds transformadas inversas:

t

—10s 5 [
P I G L (G I E(t—10) w(t —10)
5\2 15 15 8
(S+z) +? L
—20s 5 [
-t e (_ Ee—z(t—ZO) Sen 1—5(t_20) u(t—20)
5\% 15 15 8
(S+z) +? L
1 8 _5 15
L1 ————= [z€ @t Sen| |—=t
5 15 15 8
(s+3) +7

Finalmente la ecuacion del movimiento es:
2 -2
5
1{ |8
x® == |=]||1+] - /a
2\ .15 T 15
PREEY

5 5
5e" 4 15 e
—————Cos|{m+ ? t| ————=Sen
4 E+ E E+ E
278 2 V8
15 _s 15 15 _s
+5 ?e‘z("“” Sen| | (t— 10)] u(t—10) + 10 ?e_i('_zo) Sen

15: 20 t—20 1S -its 15t
?(— )| w(t— )+Z i en| |+
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3) Dos masas m{ = 1kg y m, = 1kg estan unidas a dos resortes A y B, de masa insignificante
cuyas constantes de resorte son k; = 6 N/my k, = 4N /m respectivamente, y los resortes se
fijan como se ve en la figura. Ademds la masa m, parte con una velocidad de 1 m/seg hacia
abajo y la masa m, parte con una velocidad de 1 m/seg hacia arriba, si no se aplica fuerzas
externas al sistema, y en ausencia de fuerza de amortiguamiento encuentre los desplazamientos
verticales de las masas respecto a sus posiciones de equilibrio.

Cuando el sistema esta en movimiento, el resorte B es sometido a alargamiento y compresion, y en ausencia de fuerzas
externas su alargamiento neto es x; — x, entonces segun la ley de Hooke vemos que los resortes A 'y B ejercen fuerzas
—kixq y ky(x; — x1) respectivamente sobre my, entonces la fuerza neta sobre my es —kyx; + ky(x, — x1), entonces
segun la 2da ley de Newton podemos escribir:

dle
™7 = —kix1 + ka (2 — x1)

De igual forma, la fuerza neta ejercida sobre la masa m, sélo se debe al alargamiento neto de B; esto es, —k,(x; — x1).
En consecuencia:

dle
m; datz = —ky(x; — x1)

En otras palabras, el movimiento del sistema acoplado se representa con el sistema de ecuaciones diferenciales
simultdneas de 2do orden:

myx'"y = —kyxy + ky (e — x1)
max'"y = —ky(x2 — x1)
Entonces:
mux" 1+ (kg + kp)x; —kox, =0

myx » + kzXz - kle =0
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Aplicando transformada de Laplace:

L{x" 1} +10L{x;} —4L{x;} =0

L{x" )} + 4L{x,} — 4L{x;} =0

Entonces:

[s2X; — sx(0) — x'1(0)] + 10X; — 4X, =0

[s2X; — sx,(0) — x',(0)] + 4X, —4X; =0

Tenemos bien claro que, x1(0) = x'1(0) = 1y x,(0) = x',(0) = —1 entonces:
s2X; —1+10X; —4X, =0 = (s2+10)X;—4X,=1

S2X, + 144X, —4X;, =0 =  (s2+4)X,—4X, =-1

Despejando X, de ambas ecuaciones e igualando tenemos:

16X, — 4
2410)X, —1=—F——
(S + 0) 1 (SZ+4-)

(s2+10)(s? +4)X, — (s +4) = 16X, — 4
[(s2 +10)(s®+4)—16]X; =s’>+4—4

52 52

= =5 XY=
17 s 41452 + 24 P72+ 2)(s2+12)
Descomponiendo en fracciones parciales:

52 _AQ2s)+B C(Q2s)+D
(s24+2)(s2+12) s242 s2 412

s2=24s+B)(s?+12)+ (2Cs + D)(s% 4+ 2)
52 =2As3 4+ 24As + Bs% 4+ 12B + 2Cs3 + 4Cs + Ds? + 2D

s? = (24 +2C)s® + (B + D)s? + (24A + 4C)s + (12B + 2D)

0=2A+2C
1=B+D

0=24A+4C
0=12B+ 2D

Resolviendo el sistema A=0,B=-1/5,C=0,D =6/5

15, 6/5
s24+2 s2+412

1=
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Aplicando transformada inversa:
1 1 6 1
LX) =L N5+l s
X =-3 {s2+2}+5 {s2+12}
(t) = —— Sen(v2t) + —— sen(v1Zt)
X = ——=oéen —=Joen
! 5v2 5v12

Sustituimos X1 en cualquiera de las dos ecuaciones:

C(s2+ 100X — 1

2 4
%+ 10)[ 6 1 ] 1
27 g 5(s2+12) 5(s2+2) 4
_ (s2+10)[6s*+12—s2—12] 1
2720 (s2+12)(s2+2)| 4
P s%(s? +10) 1
27 4(s2+12)(s2+2) 4
5 _ s*4+10s% —s* — 1452 — 24
2T 4(s2+12)(s2+2)
v = —4s? — 24
27 4(s2+12)(s2 + 2)
P s24+6
27 (s2+12)(s2+2)
Descomponiendo en fracciones parciales:
s2+6 _A@2s)+B C(Q2s)+D
(s2+2)(s2+12) s2+2 s2+12

s?+ 6 = (24s + B)(s®> +12) + (2Cs + D)(s? + 2)
52+ 6 =2As3 + 24As+ Bs? + 12B + 2Cs3 + 4Cs + Ds% + 2D

s2+6=(2A+2C)s®+ (B+ D)s? + (244 + 4C)s + (12B + 2D)

0=24+2C
1=B+D

0= 244+ 4C
6 = 12B + 2D

Resolviendo el sistema A=0,B=2/5,C=0,D=3/5

v - s2+6
27 T (s2+12)(s2+2)
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Aplicando transformada inversa:

pa 2.4 1 3 (1
L) =5t 1{52+2}_§£ 1{s2+—12}
(t)———2 sen(v/2t) 2 (V12t)

N sViz

Finalmente las ecuaciones de los desplazamientos verticales para las masas son:

x () = —l—szen(\/ft) + ?Sen(zﬁt)

x3(t) = —gSen(ﬁt) - gSen(Z\/Z?t)
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CIRCUITOS ELECTRICOS

1) Determine la corriente i(t) en un circuito RLC serie, cuando L=1h,R=00Q,C=10"*Fyel
voltaje aplicado es:

100 Sen(10t); 0<t<m
B(p {100 5en(100: 9 =1

La ecuacion para este circuito es:

Ldi+'R+1f'dt—Et
aa Tt T ©)

Entonces tenemos:

di
o +10* f idt=(ug—u,)100 Sen(10t)

i +10* f i dt =100uySen(10t) — 100w, Sen(10t)

Hay que desfasar la funcion Sen(10t)

Sen[10(t + w — )] = Sen[10(t + ) — 107]

Sen[10(t + T — )] = Sen[10(t + m)]Cos(101) + Cos[10(t + m)]Sen(10m)
Sen[10(t + w — m)] = Sen[10(t + )]

Entonces:
i +10% f i dt =100uySen(10t) — 100w, Sen[10(t + m)]

Aplicando transformada de Laplace:

| o) 4 10+, o 1000 1000e7
sit s s2+100 s2+ 100

Sabemos que i(0) =0

1000s  1000s
s2+100 s2+100°

—nSs

s21 + 1041 =

_ 1000s 1000s
"~ (s +100)(s% +1000) (s2 + 100)(s2 + 1000) ¢

—TSs

I

Aplicando transformada inversa:

LYy =10L7"1 { 100s } - 10L’1{ 100s e—“}
(s2 4+ 100)(s? +1000) (s 4+ 100)(s? + 1000)
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Aplicando convolucién:

Lfl{ 100s } ~ L’l{ s, 100 }
(s +100)(s? + 1000)) ~ [sZ+100 sZ+ 1000

f Cos(10x)Sen[100(t — x)]dx
1 t
Ef[Sen(le + 100t — 100x) — Sen(10x — 100t + 100x)]dx

t
1
Ef[Sen(—90x + 100t) — Sen(110x — 100t)]dx

1
> [90 Cos(—90x + 100t) + Cos(110x — 100t)]

1
> [90 Cos(10t) + Cos(lOt) Cos(lOOt) Cos(lOOt)]

Entonces:

, 1l 1 1 1
i) = 10 (E) [% Cos(108) + 75 Cos(10t) — 5 Cos(1006) — 15 003(1000] -

10 (%) w(t—m) [91—0 Cos[10(t — m)] + % Cos[10(t — m)] - %cOs[mou —m] - %603[100(1: — )]
Luego:

Cos(10t — 107) = Cos(10t)Cos(10m) + Sen(10t)Sen(107)

Cos(10t — 10m) = Cos(10t)

Asi mismo:

Cos(100t — 1007) = Cos(100t)

Finalmente:

i(t) = —8Cos(10t) + —Cos(lOt) — —Cos(lOOt) — —Cos(lOOt)

1 1 1 1
—u(t —m) [ﬁ Cos(10t) + 5Cos(10t) - 1—8C05(100t) - ZCOS(lOOt)]

i(t) = [Cos(lOt) — Cos(100t)] + —[Cos(10t) Cos(100t)] — u(t — ) [— [Cos(10t) — Cos(100t)]
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2) En un circuito LR, determine la corriente i(t) para cualquier tiempo t, sabemos, que cuando
i(0) = 0 y E(t) es la funcion onda cuadrada que muestra la figura. Luego supongaqueL=1yR=1
y determine i(t) para el intervalo 0 < t < 4.

E(®
l— ] r—

I I | I

I | I l

} 4 h t

1 2 3 4 !
Planteando la ecuacion:
L di +Ri=E(t

dt L= ( )
Aplicando la transformada de Laplace:
1 2

Lst —i(O)] + Rl = ——— [wetde+ [@ear
0 1

1 1 . 1 1 .1
LSI+R1:m —;e . = LSI+R1:m(—;e +§)
Lsl+RI = ——(17¢ LsI +RI ! 1-e

= = =

s 1—e%s s s 1—-e®)A+e™) s
Lsl + RI = !
s T s(l+es)
I(Ls+R) = ——
(Ls ) s(1+es)
[ = 1
T s(1+es)(Ls+R)

1/L

= s(1+e)(s+ R/L)

Para determinar la transformada de Laplace de esta funcion, primero emplearemos una serie geométrica.

1

—=1—x4+x2—x34
1+x

Si x=e~%, cuando s > 0 tenemos que:

1

TTe= - l—eS+e 2 —e35+ ...
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Si escribimos:

(Z+S)_S[ 1_5)]

- (%) s(s+ R/ la+e

1[G s
RA+e™)|s(s+R/) s(s+R/p)

=ll_; (1+e™)
Rls (s+R/)

Entonces:

:% %-ﬁ (l—eS4+e25—e 354 ......)

TRl >_1< L e e e )
R\s s s s R\s+R/ s+R/ ~s+R/ s+R/

Al aplicar la forma inversa del segundo teorema de traslacion a cada término de ambas series tenemos:

i==1-ut-1D+ult—-2)—ult—-3)+

| =

1 R _R.._ _R. _R,
—E[e’Lt—e Dyt =D +e T Dt —2)—e T —3) +

O, lo que es lo mismo:

i = %(1 - e_%t) + %i(—l)" <1 —e %t_")) u(t —n)
n=1

Finalmente, encontrando i(t) para 0 < t < 4 tenemos:

i =1-e*—[1-e“D]ut-1+[1-eD]ut—2) - [1- e D]ult-3)|

O, lo que es lo mismo:

1-et 0<t<1
i(t) = —el e (D) 1<t<2
1-—et4e D _ e (t-2) 2<t<3
et+e ) _ g (t72) 4 o= (t-3) 3<t<4
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SERIES DE FOURIER

1) Obtenga la expansidn en serie de Fourier de la funcidon periddica f(t) de periodo 27

n+l
definida sobre el periodo 0<t <27 por f (t)=(7x —t)2 y de alli demostrar que z& _7
n=1

n? 12

FO =243 [anCos (50) s ysen (R0)] 7= 202
n=1

Dado que f(t) es par:
1 l 1 l

ag z—ff(t)dt ;o ay z—ff(t)Cos(n—nt)dt ; b, =0
l 1 l z l

Encontrando a,

2 2 —03" 2/ w3\ 2
a0=—f(n—t)2dt=—[—(” )] =——<—”—>=—n2
71’0 s 3 0 s 3

Encontrando a,
T
2
a, = Ef(rr —t)2Cos(nt)dt
0

u=(r—t)> du = —2(r — t)dt
1
dv = Cos(nt)dt v= ;Sen(nt)

(m—t)?
n

2 [(n— t)?
a, =—
T

Sen(nt) + Ef[nSen(nl:) —t Sen(nt)] dt
n n

Sen(nt) — f —%(n — t)Sen(nt)dt] = %[

2 [(n— t)?
a, =—
s

2m 2
Sen(nt) — — Cos(nt) — —f t Sen(nt) dt]
n n n

u=t du =dt

1
dv = Sen(nt)dt v= —ECos(nt)
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an

_2|(m-t)?
RARE

2 21 t 1
Sen(nt) — —ZCos(nt) ——|—=Cos(nt) + —f Cos(nt)dt]]
T n nl n n

2 [(7‘[— t)?
a, =—
Vs

21 2t 2 "
Sen(nt) — — Cos(nt) + — Cos(nt) — — Sen(nt)
n n n n 0

2m 2m 2m 4
a, = E[—;Cos(nn) + n—zCos(nrt) + n_z] =3

Reemplazando:

fl) = %"2 + Z%Cas (nt)
n=1

Sit = m, entonces:

1 o 4 1 - 4
_2. 2 E x _1.2 E T
f(n:)—grt + nzCos(nn) 37 + nz( 1)
n=1 n=1
1 Z‘” 4
0:§T[2+ F(—l)n
n=1

1 =1
2 _
—37 _4ZF(_1)n
n=1

Multiplicando por -1, finalmente tenemos:

hnd [ES L
n? 12

n=1
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n°, - <t<0

2) Con respecto a la funcién f (t) = {(t )2 O<t<
), T

a) Pruebe que la serie de Fourier que representa la funcién periédica f (t) es:

(1) 2” d{ cos(nt)+ (_i)nnsen(nt)}ii{w}

7T na (Zn —1)3

b) Utilice este resultado para probar que:
n+l 2

Para a)

oo

f(t)=70 Z anCos — +b Sen(nTnt)] ; T=2l=2m

Dado que f(t) no es impar y tampoco par:
! 1 !
ay = % ff(t)dt ;oa, = % ff(t)Cos (nTnt) dt ; b, = % ff(t)Sen (nl—nt) dt
) =1 =l
Encontrando a,

Jf(t)dt_ lj 2dt+f(t_ )Zdt‘— [ (2], + (t—n)]]

1
b = n[” +3] T

Erick Conde Pagina 81



Ecuaciones Diferenciales

Encontrando a,,

1 0 x
= % ff(t)COS (nTT[t) dt = %|: J- TL’ZCos(nt)dt + J-(t _ ﬂ)ZCos(nt)dt\
) n 3

[f m?Cos(nt)dt + f(t - n)ZCos(nt)dt‘ = E'L% [Sen(nt)]® J-(t n)ZCos(nt)dle
| |
|

Resuelta en el J
ejercicio anterior

1 [m? 2| 2
==|—=Sen(nn) + —| ==
T[n n n

Encontrando b,

—T

l 0 .
= % Jl‘f(t)sen (? t) dt = %|: f T[ZSQn(nt)dt + f(t _ H)ZSGn(nt)dt]
B 0

2
bn — 1 [_ 71'_ [Cos(nt) f(t — n)ZSen(nt)dt]

/

f(t —m)2Sen(nt)dt
u=(t—m? du = 2(t — m)dt
dv = Sen(nt)dt v= —%Cos(nt)

2
=_ (t-m Cos(nt) + Ef(t —m)Cos(nt)dt = —
n n

)2
C nn) Cos(nt) + % [[ t Cos(nt)dt — nf Cos(nt)dt]

t—m)? 2 2
= — (t-m Cos(nt) + —f t Cos(nt)dt — —ZSen(nt)
n n n

u=t du=dt
1
dv = Cos(nt)dt v= ;Sen(nt)

2
= — (t—m Cos(nt) + E [ESen(nt) - lf Sen(nt)dt] - Z—TZTSen(nt)
n nln n n

2
=— (¢ nrr) Cos(nt) + —Sen(nt) + Cos(nt) — —Sen(nt)

2

b, = 1 —n—[Cos(nt)]o_,, + [— G
| n

)2 2t 2 21 i
Cos(nt) + — Sen(nt) + — Cos(nt) — — Sen(nt)
n n n 0
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1[[ n* =2
bn=; ——+—Cos(nn)] —Cos(nn)+—— H

1[ n? n? 2 2 1[n? 2 2
b, = —|——+ —Cos(nn) + — Cos(nn) + — + —| = —|—Cos(nw) + = Cos(nm) — —
T n n n3 n n3| mw|n n3 n3

1 [m? 2 2
— — n — n _ ___
bn_n_n ( 1) +n3( 1) n3]
Reemplazando:

21 N2 2 2
£ = % + [ﬁ Cos (nt) + [%(—m F (1) - W] Sen (nt)]

212 (2 21" 2
flt)=— Z [ Cos (nt) + wSen (nt)] Z - 3) ]Sen (nt)
3 mn
n=1
Hacemos un cambio de variable n=2m—1, entonces:

Cuando n=1 = m=2(1)—-1=1 ycuandon=e = m=2(e0)—1=o0

2 — [ 2 _1n } - '2 » Siemp%mpar ,
f) = % Z ﬁcos (nt) + (=D mw Sen (nt)| + Z ( n'()Zm D R —— 1)3‘ Sen [(2m — 1)t]
n=1" |
212 |2 —1) e ,
f) = =3t -z Cos (nt) + m Sen (nt) [ + Z TICm—-1° nm-— 1)3] Sen [(2m — 1)t]
n=1" T4l
2 2 d '2 _1)m ) - \
f(t) = %-I_ Z FCOS (nt) + =D m Sen (nt) | + Z [— m] Sen [(2m — 1t]
» - m=1

Finalmente tenemos:

 Sen (nt)] Z [Sen (2n- 1)

=
f(a:)—T Z[ Cos (nt) + = e

Para b)

Sit=m

Sen ((2n— D)
(2n-1)3

f(n)——+2[—€os(nn)+ D nSen(nn)]——
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Generando términos:

2
f(m) = 2% + [[ZCOS () — m Sen (m)] + [ZZ—ZCOS ) + %rr Sen (21'[)] + [% Cos (3m) + %n’ Sen (371')] + ]

—%[[Sen (m] + [

Sen (3m) Sen (511)
) o)

2 1 1
f(m) = % +2 (—1 + YY) + .. ) ; como f(m)es un punto de descontinuidad, entonces f(m) = 3 [F&") + f(&)]

Multiplicando por — 1 tenemos :

hnd (_1)n+1 2
n? 12

n=1
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3) Determine la representacion en serie de Fourier de la funcion periédica f(t) de periodo 21t
-1 ; nt<x<0
definida por la siguiente regla de correspondencia: f(t) = { 1,; 0<x<m
0 ;x=0;x=m

Determine a que converge la serie:

ad (_ 1)n+1
(2n-1)
n=1
Haciendo un bosquejo de la grdfica:
.
t L 2 < ° Y

Podemos que f(t) es impar, entonces:
1 I
nm
b, = 7 '[f(t)Sen (T t) dt

Encontrando b,

a Y

b, =% f Sen(nt) f(t)dt = ; f Sen(nt)f(t)dt
0

-7

T

2
b, = —fSen(nt)dt
i
0

2 1 T
b, =— [— — Cos(nt)]
s n 0

b = 2 [1 1 c ]
=l os(nm)
Reemplazando:

ap -
f@) ==+ ) [a,Cos(nt) + b,Sen(nt)]

f@) = i % [% - %Cos(nn)] Sen(nt)
n=1
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Generando términos:

£ = % :[1 — Cos(m)]Sen(t) + E - %COS(ZH)] Sen(2t) + [% - %COS(37‘[)] Sen(3t) + .
£ = ; :[1 + 11Sen(e) + E - %] Sen(2t) + E + %] Sen(3e) + v ]

£ = % 2 sen(e) + %Sen(Bt) + §Sen(5t) b ]

£ = % | sen(e) + %Sen(3t) + %Sen(St) b ]

Expresando en notacion de sumatoria, por lo tanto la representacion en serie de Fourier es:

f) = Z (2 Sen[(Zn 1t]

Encontrando la convergencia:

Sit=m/2

F)2) = Z(Z Sen[(Zn )’ZT]

Generando términos:
f(m/2) =— [Sen(§)+3Sen(32)+55 n(52n)+ ......... ]
f(m/2) =— [1—%+%—;+ ]

Si notamos en el grdfico de f(r/2) =1, entonces:

1_4[1 1+1 1+ ]
== zts =7t

Expresando en notacion de sumatoria:

B 4 had (_1)n+1
™ (2n-1)
Entonces:

had (_1)n+1 _Tl.'
L(2n-1) 4
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EXTENSIONES PARES E IMPARES PERIODICAS DE UNA SERIE DE FOURIER

0.1x ; 0<x<10

1) Con respecto a la funcion f, definida por: f(x) = {0 1(10 — x): 10 < x < 20

determine:
a) La correspondiente serie impar de medio rango.

b) La suma de la serie numérica:

Para a)
a=a,=0

Entonces:

by, =20 ff(t)Sen dt—loff(t)Sen —t)dt

=20

20
b, 10lfo1t5en —t dt+ f 01(10—t)Sen(%t)dt\

Integrando en forma general, tenemos:

f (at +b) Sen (5= ¢) dt
20
Por partes:

u=at+b = du=adt

dv—Sen(zg )dt = v=—%€os(n—nt)

a1 G = s G0) o S s (50)
e sen e ae =~ e o (350) + () asen (5
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Reemplazando:

10 2 10

f 0.1t Sen (20 )dt = [—%(0.11?)&5 (Z—gt) + (%) (0.1)Sen (;—gt)]o

10

f 0.1t Sen (1210 t) dt = % —%Cos (%) + <%)2 Sen (nz_n)]
0

20 20
nm 20 s 202 s
1{ (1 - 0.1t) Sen (% t)dt = [_E(l —0.1t)Cos (%t) - (E) (0.1)Sen (%t)]w

20

[t a0 g)ac o[- 2eto- s () - (22 sG]
10

20
[ a-o010sen(5e) dt——[—c s(nm) — (Q)Zs(m(nn)+(%)25en("z_”)]
10

Entonces b,, :

2 2

200 nm 2042 nmy 200 20 20 nm
—ECOS (7) + (E) Sen (7) + ECos(nn) - (E) Sen(nm) + <E> Sen (7)]

Podemos notar que Sen(nm) = 0, entonces:

1

b = 150

b = 1
"7 100

—@Cos (E) + (Q)Z Sen (E) + %COS(HH) + (%)2 Sen (E)]

nm 2 nm 2

Luego:
= n
f@®) = ; b,Sen (Tn t)
— 1 [ 200 20,2 200 20,2
0= 3 i 2 cos(3) + (2 s )+ s+ (2 sen () sn )

Si n es par, entonces Sen (nzn) =0y Cos(nm) = 1 ademds cuando n es impar Cos ( ) =0y Cos(nm) =

Por lo tanto:

200 nmy 200
L 100[ 05(2) o ; nespar
" L[—@+ 2 (E)Z Sen (E)] ;nes impar
llOO nm nm 2 ’
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Luego expansion impar de medio rango de f{(t) es:

ﬂt)_moZ[ ;:2 (Zm) ;r(:::']s (Zm) 1002[ (Zn— 1)n [(Zn 1)11'] Sen [(anl)n]lse"[wt]

Para b)

Sit=10

faoy = 1%2 [_%C (Zm) ZOO]SE"("”) * 1002 [ (2n - 1)n [(Zn - 1)71] Sen [(zn 1)n]]5 [(zn 5 Dﬂ]

Sabemos que Sen(nm) = 0, entonces:

20 @2n-1m @2n- 1=
100nz [ (2n - 1)7r [(Zn - 1)n [ H [ ]

1 1w 200 20 P ) .
2° EZ [_ @2n-1n +2 [(Zn - 1)71] D ] D

%:ﬁ_zzon 1[ (2n)—n+11)] Z [(2 —1)7‘[] S I)MH)]

Como 2(n + 1) siempre es par, entonces:

1 1 [200¢ i+t
EZE_TZ[ (Zn—l)] Z (2n 1)2 2]

200 (-D™!  800%~ 1
w- ST
b (2n-1) n? ~ (2n-1)?2

n=1

En el ejercicio anterior demostramos que:

i (-1)r+ o

~(2n-1) T4
Entonces:
o 200 i
N — (2n—1)?2
00— sooi 1
T om? (2n —1)2
n=1
Finalmente:

2

i 1 m
2n-12" 8
n=1
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2) Con respecto a la funcién f definida por f(x) = x(m — x),x € (0, @)
a) Establezca la correspondiente expansion impar de medio rango de la funcion f

b) Determine la suma de la serie numérica:

had (_ 1)n+1
2n-1)3
n=1
Para a)
ay = a, =
Entonces:
Vs w
1 2
b, = - f t(r — t)Sen(nt)dt = Ef x(m — x)Sen(nt)dt
- 0
2 m Vs
b, = — [rrf t Sen(nt)dt — f t2 Sen(nt)dt]
0 0
Integrando por partes:
u=t = du=dt ; w=t? = dw=2tdt

1
dv =Sen(nt)dt = wv= —7—1Cos(nt)

Entonces:

La primera integral nos queda:

t 1
J t Sen(nt)dt = —zCos(nt) + 7_1f Cos(nt)dt

t 1
ft Sen(nt)dt = ——Cos(nt) + — Sen(nt)
n n

La segunda integral nos queda:

t? 2
J t2 Sen(nt)dt = —;Cos(nt) + ;f t Cos(nt)dt

t? 27t 1
ftz Sen(nt)dt = —— Cos(nt) + —[—Sen(nt) - —f Sen(nt)dt]
n nin n

t2 2t 2
f t? Sen(nt)dt = —— Cos(nt) + — Sen(nt) + — Cos(nt)
n n n
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T

i3 2 2
——Cos(nm) + — Cos(nm) — — Cos(0)
n n n

Reemplazando:
2 t 1
b, =—|m [— —Cos(nt) + —ZSen(nt)] —
m| n n 0
Al T 2
b, = p L [—ECos(nn)] - [
2[ m? w? 2 2
b, = =|——~Cos(nr) + — Cos(nm) — — Cos(nm) + —
| n n n n
411 1
bn = ; _n—3 - n—3605(nn)]
Entonces:

f@®) = i b,Sen (nTn t)
n=1

f) = %Z [:—3 [1- Cos(nn)]] Sen (nt)
n=1

Generando términos:

f@®) = i [1 — Cos(m)]Sen(t) + i [1 - Cos(2m)]Sen(2t) + i [1 — Cos(3m)]Sen(3t) +
i 23 33

£ = [z Sen(t) + 55 2 - Sen(30) + 5 2 Sen(S0) + o

Finalmente la representacion la expansion impar de medio rango de f, nos queda:

8 1
f) = ;;mb‘en[(m —1)t]
Para b)
Sit=m/2
f(/2) = Z an ————Sen [(Zn -1 ]

2

T B 8 had (1)n+1
4 EZ (2n—1)3

Finalmente:

L (2n- 1) 32

(1)n+1 11.3

t2 2t 2 i
——Cos(nt) + — Sen(nt) + — Cos(nt)
n n n 0

H
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3) A la funcion f(x) = Sen(x) , 0 < x < Tt expresarla mediante un desarrollo de series de cosenos, y
utilizando la serie obtenida y aplicando el teorema de convergencia de las series de Fourier
determine la suma de la serie numérica:

e
n=1

Para a)
b, =0
Entonces:
m m
1 2
ag=— fSen(x)dx = —f Sen(x)dx
T T
—T 0
2 T 2 4
=-Zc =—Z(-1-1 =—
ag - 0s(x) . 1'[( ) = a po

2 m
a, = Ef Sen(x) Cos(nx)dx
0

a, = ;f % [Sen(x + nx) + Sen(x — nx)]dx
0
a, =% fSen[x(l +n)]dx + f Sen[x(1 - n)]dx]
Lo 0
_ 1 1 ! 1 '
e +nCos[X( +n)] - 1 _nCOS[X( —n)]]o
a, = % _— = nCos[x(l +n)] - . nCos[—x(n - 1)]]0

Sabemos que:

Cos[—x(n —1)] = Cos[x(n — 1)]

Entonces:

a, = E[_n 1 Cos[x(1+n)] — 1 _nCos[x(n - 1)]]0
11 "

a, = _E[n ] Cos[x(1 +n)] 1= nCos[x(n - 1)]]0

11 1 "
a, = _E[n 1 Cos[x(1 +n)] — — 1Cos[x(n - 1)]]0
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Evaluando:

= — 2| coslr(1 + )] - —— Cosl 1]1+1]
= 1 oslm(l +n) n—1 oslm(n 1) n+1 n-—1

Si resolvemos:
Cos(m + mn) = Cos(m)Cos(mn) — Sen(mw)Sen(mn)

Cos(m + mn) = —Cos(mn)

Entonces:
1 1 1
ap =——|= 1Cos(nn)+n_lCos(7m)+nz_1]
| Cos(mn) + —— Cos(mn) + —— ]
a, = o os(mn —] os(mn v
_ 1'C () 1 1 ]+ 2 ]
I = (MO L T T v T e =1
_ 1'C ( )n+1—n+1]+ 2 ]
a, = 7T_osnn v v
_ 1'C () 2 ]+ 2 ]
a, = 7T_osnn ey [
17 2
=——|5— 1
a, |z 1] [Cos(mn) + 1]
Reemplazando:

flx) = %+Zan Cos(nTnx)

fx) = ;— ;%[%] [Cos(mn) + 1] Cos(nx)

Cuando n es par:
Cos(mn) +1=2
Cuando n es impar:

Cos(mn) +1=10
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Entonces solamente generemos términos pares:

flx) = %— i % [(271)2—2—1] 2 Cos(2nx)
n=1

Finalmente la expansion par de f es:

2 4 1
f(x) = ;_;;(Zn)—z—l COS(an)

Encontrando la convergencia:

Sit=m

f@m) =

RS

4 °°E ! Cos(2mn)
"L, Znr=1 os(2nn
n=

Si generamos términos:

2 4 1 1
0=—-— —[Cos(Zn) +— Cos(4m) + — Cos(6m) + ......... ]
T T 15 35
0=2 4[1+ L1y
mom 15 35 T

Podemos notar que Cos(2mn) = 1

Entonces:

CEEN

4w 1
fem = _E;(Zny 1

- 45: 1
n o mli(2n)?2 -1
n=1

2 4 i 1
n wmli(2n)?-1
n=1

Finalmente tenemos que:

i 11
2n)2 -1 2
n=1
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ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

ECUACION DE CALOR
La ecuacion de calor es:
ou 0%u
¢ o2

Resolucion de ecuacion de calor

u(x,t) = ZCe ﬂ Sen(nTnx)

Donde f(x) es la temperatura en cualquier punto de la varilla:

fx) = i C, Sen (nTnx)
n=1

Y C, se lo calcula de la siguiente forma:
l
= %ff(x)Sen (?x) dx
0
1) Determine la solucion de la siguiente ecuacion con derivadas parciales

ou 9*u
=3} 0<x<100; £>0;u(0,6) =u(100,8) = 0 ; u(x0) = x(100 - x)

Determinando C,,

100 100
¢, =— [ x(100 = x)sen (fox)dx = f (100x — x?)Sen (- -x) dx
" =100} 100 =100 100

Integrando por partes:

— 100x — £2 — (100 — : L _ 100 (I
u=100x —x* = du=(100—-2x)dx ; dv—Sen(lOOx)dx = v=-— COS(lOOX)
Entonces:

e (2 ) s = =22 1003 - x2)cos (1) + 20 | nn
j(lOOx x )Sen(loo )dx— (100x — x )Cos(loox + (100 - 2x)Cos(100 )dx

Integrando nuevamente por partes:
u=100—2x = du=-2dx
100 (nn )

nm
dv—Cos(lOO )dx > v= ESen
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. 2y nr dx = 100 . ¢ nr 100100 100 — 22)S nr 200 s nm d
f( x—x)en(100 ) x———( x — x°) 05(100 )+E_( x) en(lOO )+EJ. en(—x) x]

10 100100 100\2
f(lOOx —x%)Sen (—nx) dx = ——(100x - xZ)Cos aid [— (100 — 2x)Sen (ﬂx) - 2( ) Cos (Ex)]

100 100 100 4 100
3
2 nm _ 10 2 nm (100) nm (100) nr
f(lOOx x%)Sen (—100x) dx = —(100x x%)Cos (—100x) + (100 — 2x)Sen (_IOOX) 2 T3 Cos (—100x)

Evaluando:

100 nm 10012 nm 100\* nm
[—n—x(100—x)605(100 )+(n ) (100 — Zx)Sen(loo ) Z(E) Cos(mx)]o

3

100 100\3
-2 (—) Cos(nm) + 2 (—)

nm nm
Ahora:

Cuando n es par tenemos que:

3 3

100 100
-2 (—) Cos(2nm) + 2 (—)
2nm 2nm
, (100)3 o <100)3 —o
2nm 2nm)
Cuando n es impar:

3

-2 [m] Cos[(2n — D)m] + 2 [m]

3

3
2 [(angol)n] +2 [(angol)n] =4 [(Zn - 1)1[]

Ahora:

u(x, t)—ZCe 100 Sen(100 )

Sabemos que los términos pares es igual a cero, por lo tanto solo generemos los términos impares:

4 < G 1)” 2n-1Dm
= 25 e 5 e 0
n=1

Finalmente la ecuacion del calor es:

4 < 100 7° _[(2"—1)" ‘ 2n-Dm
= — [E— 100 S~ 0 7
u(x,0) SOZ [(Zn— l)n] € Se"[ 100 x]
&
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2) Determine la solucidn de la siguiente ecuacion con derivadas parciales

ou d*u
E:W 0<x<m;t>0
Sujeta a las siguientes condiciones:
u(0,t) =u(mt)=0
u(x,0) = 4 Sen(4x)Cos(2x)

Determinando C,
2 T
C, = E,f 4 Sen(4x)Cos(2x) Sen (nm)dx
0

Resolver aquella integral resulta complicado, pero vamos a realizar un artificio

Sabemos que:

e e
Sen(if) = Cos(if) =

2i ;

Por lo tanto:

ei4x _ efiél—x ei2x _ efin
4 Sen(4x)Cos(2x) = 4 ( T ) ( > )

ei6x + ei2x _ e—in _ e—iéx
4 Sen(4x)Cos(2x) =2 ( )

2i

ei6x _ e—i6x ein _ e—i2x
4 Sen(4x)Cos(2x) = 2 ( + 57 )

2i
4 Sen(4x)Cos(2x) = 2 Sen(6x) + 2 Sen(2x)

Ademds sabemos que:

fx) = Z C, Sen(nx)
n=1

2 Sen(6x) + 2 Sen(2x) = C;Sen(x) + C,Sen(2x) + C3Sen(3x) + C,Sen(4x) + CsSen(5x) + CeSen(6x) + ... ...
Entonces:
C,=2 ; Co=2 ; C,=0 , VneN—1{26}

Finalmente la ecuacion de calor es:

u(x, t) = Z C,e~™’t Sen(nx)
n=1

|u(x, t) = 2e *Sen(2x) + 2e‘36t5en(6x)|
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3) Determine la solucion:
2Uup=uUy ; 0<x<1 ; t>0
u0,t)=u(1,t)=0
u(x, 0) = 4 Sen(mx)Cos3(mx)

Determinando C,
1
=2 f 4 Sen(mx)Cos3(mx) Sen (nm)dx
0

Resulta complicado resolver la integral, entonces:

ein’x _ e—inx einx _ e—inx
4 Sen(mx)Cos3(nx) = 4-( 57 >< > )

3

mx _ Lr[x)(el31tx +3emx +3e~ imx +e l3T[X)
2i

1
4 Sen(mx)Cos3 (mx) = E

1
4 Sen(mx)Cos3®(nx) = = -
2 2i

+2

(et4nx + 39121tx + 36 + e—lZT[X _ e—i21tx _ 360 _ 3e—i2nx _ e—i4—7rx>

1 ez4nx _ 714—nx eian _ eﬂ'an
4 Sen(mx)Cos3 (mx) = 3 )

21
1
4 Sen(mx)Cos3(mx) = 3 [Sen(4mx) + 2 Sen(2mx)]
Ahora:
1
Sen(2mx) + ESen(41Tx) = (;Sen(nx) + C,Sen(2mx) + C3Sen(3nx) + C4Sen(4mx) + CsSen(5nx) + ... ...
Entonces:
1
G=1; G=3 ; =0, vneN—(24

Finalmente la ecuacion de calor es:

o] _(E)Zt
u(x, t) = Z C,e W2/ Sen(nmx)
n=1

u(x, t) = Z Cpe - Sen(nnx)

1
u(x, t) = e 2™ tSen(2mx) + Ee‘B"Z‘Sen(ztn:x)
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ECUACION DE LA ONDA

La ecuacion de la onda es:

o’u  , d%u
— __=C
ot? ox?

Resolucion de la ecuacion de la onda

<3

u(x,t) = Z [An Cos (? t) + B, Sen (# t)] Sen (?x)

n=1

Encontrando A,

l

A, = %J-f(x) Sen (nTnx) dx
0
Donde f(x) es el desplazamiento de la cuerda
fG) = Zl Ay Sen (")
Encontrando B,,
l
B, = %f g(x) Sen (nTnx) dx
0

Donde g(x) es la velocidad de la cuerda

glx) = i (?Bn)Sen (nTnx)
n=1
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1) La figura muestra la funcion de la posicién inicial f(x) de una cuerda de la longitud L = 2m
estirada, que es puesta en movimiento al colocar su punto medio x = L/2 = 1m a una distancia de
2m desde la linea de referencia horizontal y soltdndola de esa posicion de reposo a partir del
tiempo t = 0. Considere que la constante c? = 4

Pero f(x) presenta dos tramos, por lo que vamos a hallar las correspondientes reglas de correspondencia

Ecuacion de la recta conociendo 2 puntos:

Y=Y _ — )1

X — X Xy — X1

Ecuacién de la recta 1: Q(1,2) ; R(2,0) :

y—2_2—0 N _9
x—1 1-0 y=ex
Entonces:

_ 2x ; 0<x<1
f(x)_{—2x+4,-1<xsz

Encontrando A,

2
A, = ;If(x) Sen (nz_nx) dx
0

2

A, = | 2x Sen (n_nx) dx +f(—2x+ 4) Sen (n_nx) dx
1

2 2

O\»—-

1 2 2
A, =2JxSen(nz—ﬂx)dx—foSen(nz—nx)dx+4f5en(nz—ﬂx)dx
0 1 1

Resolviendo:

foen (n;x) dx

Integrando por partes:

u=x = du=dx

dv=Sen(nz—nx)dx = v=—iCos(Ex)
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nmw 232 nm nm

A, =2 [—%Cos (T) + (E) Sen (7)] -2 [—%Cos(nn) + (%)2 Sen(nm) + %Cos (7) - (E) Sen (7)] - %[Cos(nn) - Cos( 7 )]

An =2 [—%Cos (nz_n) + (nz—ﬂ) Sen (ng)] -2 [—%Cos(nn) + %Cos (n?n) - (%) Sen (?)] - n_fjr [Cos(nn) — Cos (?)]

2 2

A, = —%Cos (nz_n) +2 (nz—n) Sen (%) + %Cos(nn) - %Cos (%) +2 (%) Sen (%) - %Cos(nn) +%Cos (%)
2
A, = —%Cos (nz_n) + %COS (71771) + %Cos(nn) - %Cos(nn) + 4(nz_rr) Sen (11771)
16 nmw
n = —(mr)2 Sen (7)

Cuando n es par tenemos que:

A = 16 S <2nn)
= onmz M\ 72

Ayp Sen(nm) = A, =0

" (2nw)?
Cuando n es impar tenemos que:

_ 16 2n-Drm
Aon1 = fgn = 1)71]256"[ 2 ]

16

AZn—l = WS‘en (nr[ - z)

2

Si resolvemos:

Sen (mr — g) = Sen(nm) Cos (g) — Cos(nm) Sen (g)

Sen (mr - g) = —Cos(nm)
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Entonces:

16
Appg = @n= D [—Cos(nm)]

A _ 16 1)
m-1 —W[—(— "]

16
Ayp1 = m(—l) i

Ojo B, = 0, debido a que la cuerda parte del reposo, es decir g(x)=0

Entonces la solucion de la ecuacion de la onda descrita por la cuerda estd dada por:

u(x,t) = i [An Cos (nnZ(Z) t)] Sen (nz_n x)
n=1

u(x,t) = Z[AZn—l Cos[(2n — ) t]]Sen [(Z”; an]

n=1

¢ 16(-nnHt 2n-1n
u(x, t) = ; [Zn = Dnl? Sen [ 2 x] Cos[(2n—1)m t]
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