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  الجزء الثاني خطة توزيع منهاج الر�ضيات
  ل مع توزيع الجزء الأو توزيعها  جرىالتي  وحدة الإحصاء دون الثانييخصص ثلاث حصص أسبوعياً لكتاب الرياضيات الجزء 

  الرابع    الأسـبوع  الأسـبوع الثالث  الأسـبوع الثاني  الأسـبوع الأول  الشهر

  الأشعة تذكرة وتتمات  �      أيلول
  مركز الأبعاد المتناسبة لنقطتين  �
اسبة لثلاث نمركز الأبعاد المت �

  نقاط

  ولأ     تشرين
إحداثيات مركز الأبعاد �

  أنشطة  - اسبةنالمت
  أنشطة 

  مسائل: لنتعلم البحث
  الزوايا الموجّهة �  لأماماإلى ماً دُ قُ مسائل: 

  الموجّهة الزواياخواص  �  ,ني    تشرين
  ثية النسب المثلّ  �

  لأماماإلى ماً دُ قُ مسائل:   مسائل: لنتعلم البحث   ة الإحداثيات القطبيّ  �

  ولالأ  كانون
تعريف وعبارات الجداء  �

  مي السلّ 
الإسقاط القائم  �

  وقواعد الحساب 
  تطبيقات  �

   مسائل: لنتعلم البحث
  لأماماإلى ماً دُ قُ مسائل: 

  العلاقات العددية في المثلث  �  الانتصافية العطلة - الأول الفصل امتحان  ثانيال  نكانو

  شـباط
  مي المستقيم والجداء السلّ  �
  مي الدائرة والجداء السلّ  �

ة دساتير ثيّ النسب المثلّ  �
  الجمع والمضاعفة 

  لأماماماً إلى دُ مسائل: قُ   مسائل: لنتعلم البحث

  اذٓار
  التحاكي في المستوي  �
قطعة  ،صورة مستقيم �

  دائرة  ،تقيمةمس

خواص التحاكي �
   ومفاعيله

  لأماماإلى ماً دُ قُ مسائل:   مسائل: لنتعلم البحث

  شطة أن  الاستقلال الاحتمالي �  الاحتمال المشروط �  مفهوم الاحتمال  �  نيسان

      لأماماإلى ماً دُ قُ مسائل:   مسائل: لنتعلم البحث  أ�ر
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  مُقدّمة

  

    
 

ف في الصّ  الرياضياتِ  تمماً لمنهاجِ انوي العلمي مُ اني الثّ ف الثّ لصّ في ا الرياضياتِ  يأتي منهاجُ 
، ير الوطنيةالتربوية وفق المعاي المناهجِ  لتطويرِ  ه في المركز الوطنيّ انوي الذي جرى إعدادُ ل الثّ الأوّ 

 تتطور المفاهيم والمهارات في بناءٍ  إذْ  ها،لِ لمفاهيم والمهارات وتكامُ ل الحلزونيّ راكم تّ اله على عتمداً في بنائِ مُ 
ة حياتيّ  مدعّمة بمواقفَ و بطرائق سهلة متنوعة  العلميةُ  ةُ الماد  مُ ة وتقُد بالحياة العملي  المعارفُ قرَن ، فتُ مترابطٍ 

  ة الأخرى.راسيّ الدّ  د مع الموا وتتكاملُ 

عدداً من  وحدةٍ  في كل  منها عدداً من الدروس. ونجدُ  يضم كل  وحداتٍ  سبعالكتاب على  يشتملُ 
 ها فيما يأتي: لُ مِ جْ التي نُ  زةِ الممي  الفقراتِ 

نحو الرياضيات واحترام ما  إيجابيةٍ  ة تهدف إلى تنمية اتجاهاتٍ تحفيزيّ  مةهي مقد و المقدمة:  •
  . المختلفة مات في ميادين العلوماسهإعلماء من ه القدمّ 

م في هذه الوحدة المهارات الأساسية التي يحتاجها المتعلّ  إلى تعزيرِ  : تهدفُ نشطةٌ  انطلاقةٌ  •
  والإضاءة على مفاهيمها.

بأسلوب  اً سليم اً لغوي اً غو : وهي في أغلب الأحيان تعرض حلولاً نموذجية جرى صوغها صأمثلةٌ  •
 الأنشطة والتدريبات والمسائل.  اتباعها عند حل  يجبُ  وّن نماذجَ لتك علميّ  منهجيّ 

يقع فيها الطلاب الأخطاء الشائعة التي  كثير منإلى الالإشارة حيث جرت ها: بَ تجن  يجبُ  أخطاءٌ  •
 منقوص. أسلوبأو ب في غير مكانها عادة، أو المفاهيم التي يستعملها الطلاب
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ة في الوحدة أساسيّ  قضايا ومفاهيمَ إلى  التنويهُ يجري فيها  وهي فقرةٌ : هاامتلاكَ  يجبُ  منعكساتٌ  •
أمثلة  فيعلى كيفية استعمالها  نة إرشاداتٍ متضم  طٍ ومبس  مختصرٍ  ها بأسلوبٍ صياغتُ حيث تُعادُ 

 .ةتوضيحيّ 

عن  م الذاتي التعل  عُ شجّ المشكلات وتُ  على طرائق حل  ب المتعلّمَ ر دَ تُ  هي فقرةٌ و : البحثَ  مِ لنتعلّ  •
ه يطرح على نفسه الأسئلة الصحيحة لِ عْ بمنهجية التفكير الاستقصائي وجَ  الطالب طريق تزويد

 بلغة سليمة.  هذه الحلول وغصثمُّ بهدف الوصول إلى حلول المسائل 

تمارين ومسائل متنوعة ومتدرجة في صعوبتها تشمل في بعض الأحيان  وهي: ماً إلى الأمامِ دُ قُ  •
  . لديه ص تعلم كثيرة وتعزز مهارات حل المسائل والتفكير الناقدرَ م فُ عل تَ مُ لل تتُيحُ مواقف حياتية 

لأشعة لوحدة ا استمرار وهي الوحدة الأولىفي  مركز الأبعاد المتناسبةيبدأ الجزء الثاني بدراسة 
  .انويالصف الأول الثّ  كتابفي 

لتكمل ما درسه الطالب  الزوايا الموجّهة والإحداثيّات القطبيّة التي تضم الوحدة الثانيةتأتي و 
  بشأن الدائرة المثلثية، فيوجّه المستوي الإقليدي، ويُعرّف الإحداثيات القطبية.

في الوحدة الثالثة وهو مفهوم أساسي في دراسة الأشعة، وله تطبيقات  الجداء السلميّ ثمُّ يأتي 
ثمُّ . من العلاقات المثلثاتية العديد لطلاب استنتاجافيه يجد ق،...)، و (العمل، التدفهرية في الفيزياء و ج

  في عدد من التطبيقات.الجداء السلمي  توظيف الوحدة الرابعةفي نجد 

بدأناها في ندسية المألوفة التي لتحويلات الها فهو يُتمّم دراسة الوحدة الخامسةفي  التحاكي أمّا
  .الصفوف السابقة

وأخيراً ، في الصف الأول الثانوي متمّمة ما بدأناه الاحتمالبدراسة مبادئ  دسةالوحدة الساتهتم و 
التي مرّ بها الطالب  الإحصاء مستكملين مفاهيمالسابعة  الوحدةِ رتجاع في مستقيم الادراسة الى  لصن

ترابط ال اج الفيزياء لتأكيدبعض الأمثلة والتمارين من منه نجعل فيهحاولنا أن لقد و ، في الصفوف السابقة
  .الأفقي بين الفيزياء والرياضيات

طرائق  جرى فيها تنويعُ و مفاهيم الكتاب.  تشمل نماذج اختبارات بمجموعة أيضاً  الكتابُ  دَ و زُ 
 مستوياتِ ل تِبعاً  هامين من حل المتعلّ  نَ متدرجة في المستوى لتمك  تمارينَ  ، وتضمينُ الأسئلةِ  عرضِ 

، تساعده في قياس مدى ةشابهس في بناء نماذج مذج عوناً للمدرّ . نرجو أن تكون هذه النماتحصيلهم
  .تحقيقه للأهداف التعليمية المطلوبة
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تحقيق الأهداف المرجوة من الكتاب في تنمية مهارات التفكير المختلفة وهنا نريد التأكيد على أنّ 
موجّه المُيسر و الدور  أن يؤديالمدرّس  يتطلّب من، بداعيلإالتفكير او وخاصة مهارات التفكير الناقد 

اً، فيطرح التساؤلات المُناسبة، ويختار المناسب من الأمثلة، ويرتب الأفكار ترتيباً منطقيّ  ،للعملية التعلمية
  ورة.ويوجه ممهداً الطريق لحل المسائل، ويصوغ الحلول صياغة لغوية سليمة على السبّ 

لاء الذين قدموا إلينا أشكالاً مختلفة من وفي النهاية، نريد أن نتوجّه بالشكر إلى عدد من الزم
المساعدة، فمنهم من أبدى ملاحظاته على المسودات الأولى من الوحدات، ومنهم من حلّ المسائل أو 

 ونخص بالذكر الدكتور نبيه عوده في إعادة صياغة بعض الفقرات، تحقّق من صحتها، ومنهم من ساهم
   سى.والأستاذ فارس أبو صالح والأستاذ حبيب عي

وأخيراً نأمل من زملائنا الإسهام معنا في إنجاح هذه التجربة الجديدة وتزويدنا بمقترحاتهم البنّاءة 
  المتعلقة بهذا الكتاب متعاونين معاً لتطوير الكتاب المدرسي باستمرار.

  

   المُعدّون  



 

8  

  المحتوى
�        ������ � �������� ������ � !"  ..............................  11        

  14  ..........................................................................................................................  الأشعّة: تذكرة وتتمات1.   
  17  ..............................................................................................................  مركز الأبعاد المتناسبة لنقطتين2.   
  21  ........................................................................................................  مركز الأبعاد المتناسبة لثلاث نقاط 3.   
  26  .............................................................................................................  ا مركز الأبعاد المتناسبةتإحداثيّ  4.   
  31  .....................................................................................  الإثبات بالاستفادة من الأشعّة، مستقيم أولر 1.شاط ن  
  32..  .......................................................................................  إنشاء مركز الأبعاد المتناسبة لأربع نقاط 2. نشاط  

  36  ...........................................................................................................................................  تمرينات ومسائل
  

�  #�����$�%&�� '��$(��)*�# �+�,��� �-�   ...............................  43  

  44  ....................................................................................................................................  الزوايا الموجّهة1.   
  50  .........................................................................................................................  خواص الزوايا الموجّهة2.   
  54  ...................................................................................................................................   النسب المثلّثيّة3.   
  58  ..............................................................................................................................  الإحداثيّات القطبيّة4.   
  62  ....................................................................................................  الضوء الهندسي والزوايا الموجّهة 1.نشاط   
  62  .......................................................................................................................  المعادلات المثلّثيّة 2.نشاط   

  64  ...........................................................................................................................................  تمرينات ومسائل
  

�  �ّ
��� .��/�	  ...............................................  73  

  76  ..............................................................................................................  تعريف وعبارات الجداء السلّمي1.   
  80  ...............................................................................................................  الإسقاط القائم وقواعد الحساب2.   
  83  ............................................................................................................................................  تطبيقات3.   
  88  ..............................................................................................................  حساب المسافات والزوايا 1.نشاط   
  88  ............................................................................................................  خاصّة مميزة للمثلّث القائم 2.نشاط   
  90  .....................................................................................................  المحلّ الهندسي والجداء السلّمي 3.نشاط   
  90  .......................................................................................................  مجموعة نقاط والجداء السلّمي 4.نشاط   

  92  ...........................................................................................................................................  ات ومسائلتمرين
  



 

9 

�   	�ّ
��� .��/� '�&$�%1  .......................................  103 

  
  105  ..............................................................................................................  العلاقات الهندسيّة في المثلّث1.   
  109  .....................................................................................................................  المستقيم والجداء السلّمي2.   
  113  ........................................................................................................................  الدائرة والجداء السلّمي3.   
  117  ..................................................................................................................................  النسب المثلّثيّة4.   
  122  .........................................................................................................  علاقات خاصّة بالمساحات 1.نشاط   
  123  ..................................................................................................................  طول منصّف داخلي 2.نشاط   
  123  .................................................................................................................  عن مستقيم بُعد نقطة 3.نشاط   
  124  ..................................................................................................................  إنشاء مخمّس منتظم 4.نشاط   
  125  ..................................................................................................  جماعة مستقيمات ومحل هندسي 5.نشاط   

  126  .........................................................................................................................................  تمرينات ومسائل

�  �	 �2��  ...............................................  135  

  
  137  .........................................................................................................................  التحاكي في المستوي1.    

  142  ...............................................................................  صورة مستقيم، وصورة قطعة مستقيمة، وصورة دائرة 2.   
  146  ...................................................................................................................  خواص التحاكي ومفاعيله3.   
  150  ...............................................................................................................  كيةقطع مستقيمة متحا 1.نشاط   
  150  .........................................................................................  محلات هندسيّة بالاستفادة من التحاكي 2.نشاط   
  151  ...........................................................................................................................  مسائل إنشاء  3.نشاط   

  153  .........................................................................................................................................  تمرينات ومسائل

�   3� '3���)   

  164  ..............................................................................................................................  الاحتمال عناصر1.    
  168......................................................................................................................مبرهنات في الاحتمال  2.

  174  ...........................................................................................................................   طو شر مالاحتمال ال. 3  
  180  ..........................................................................................................................  الاستقلال الاحتمالي. 4  

  000  .........................................................................................................................................  تمرينات ومسائل



 

10  

�  .��)*�  ( 5�6�3� 7$&��")  

  196  ..................................................................................................  المتوسط الحسابي والانحراف المعياري1.   
  200  ....................................................................................................................  ومعامل الارتباط التغاير 2.   
  203  ..............................................................................................................................  مستقيم الارتجاع 3.   

  207  .........................................................................................................................................  تمرينات ومسائل

  9 :
; �
�"'�����<� �$,=�>   ..................................  211  

  �$�
��� '�2
%��� �!�" .           ................................     223  

  



 

11  
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  كيف نعبرّ عن جميع الألوان انطلاقاً من ثلاثة ألوان أساسـيّة؟

 بواسطة تحلي8عند اق نيوتن طيف ألوان الضوء الأبيض كتشف إسحمنذ أن ا
واقترح بعض الرسامين . موشور والعلماء يجربون طرائق عدّة لتمييز الألوان ووصفها

نظاماً يجري فيه التعبير عن أي لون بواسطة ثلاثة ألوان أساسـية هي الأزرق 
  .والأحمر والأصفر

  
داخل  M، ونعتبر كلّ نقطة ABCساسـية عند رؤوس مثلث نضع الألوان الأ 

بحيث تتحقق  yو bو rفتؤول المساfٔ إلى تعيين أعداد . المثلث وcٔنها تمثل لو_ً 
0MA الشعاعية اواةالمس MB CM+ + =

������ ������ ������ �
r yb . تمُثلّ الأعدادr وb وy  نسب

   .Mالألوان الأساسـية اللازم مزtا للحصول على لون النقطة 

)هي مركز الأبعاد المتناسـبة للنقاط  Mنقول إنّ النقطة  , )A r ،( , )B b ،( , )C y . ْإذ 
  . داخل المثلث تحديداً zماً  Mلنقطة في تحديد موقع ا yو bو rتفيد الأعداد 

لقد اخترع هذا النظام لتمثيل نقاط المسـتوي بوصفها مراكز الأبعاد المتناسـبة لثلاثة 
  نقاط ليست على اسـتقامة واحدة الفلكي أوغسطس فرديناند موبيوس

 Augustus Ferdinand Möbius  1827عام.  

  

AB

C



  

13  

  اسـبة في المسـتويمركز الأبعاد المتن
  انطلاقة نشطة 

استفدنا في دراستنا السابقة من الأداة التحليليّة والأداة الشعاعيّة في دراسة مسائل التوازي والوقوع 
مسائل .  مركز الأبعاد المتناسبةإلى تقديم أداة جديدة هي  الوحدة  هنهدف في هذ.  على استقامة واحدة

هي مجالات مختلفة تظهر فيها فكرة  الإحصائي،الثقل، والمتوسط توازن الميزان، ومركز العطالة، ومركز 
  .مركز الأبعاد المتناسبة، أي نقطة التوازن

 ����� ��	
 ��
��  

mو Aفي  m على طرفَي قضيب مهمل الكتلة نعلّق كتلتين بين تُ . Bفي  ′
التي تُحقّق  Gالتجربة أنّ القضيب يكون متوازناً إذا علّقناه عند النقطة 

m GA m GB′× =    ).قانون أرخميدس(  ×

GAرياضيّاً، لمّا كان الشعاعان 
����

GBو 
����

ن بالجهة، أمكننا ترجمة العلاقة السابقة ين خطّياً ومتعاكسيمرتبط 
mGAبالمساواة  m GB′= −

���� ����

]0 أو  1 ] mGA m GB′+ =
���� ���� �

  

mو mبالكتلتين مزوّدتين  Bو Aنقطة توازن  Gوعليه تكون النقطة  ′.  

18kgmنفترض أنّ  الشكل المجاورفي حالة  � mاحسب . =  .في حالة التوازن ′
8kgmنفترض أنّ  � 2kgmو  = ′ = . 

]استفد من العلاقة  � 1 GAلتعبر عن   [
����

GBبدلالة  
����

. 

GBعلاقة شال  باستعمالأثبت،   � GA AB= +
���� ���� ����

1أنّ  

5
AG AB=
���� ����

 Gعيّن موقع النقطة .  

ABعلى القطعة المستقيمة  
 . 

10فيه  عين على شكل � cmAB  :في الحالتين الآتيتينالتي تحقق التوازن  Gموقع النقطة  =
�  4kgm 6kgmو  = ′ =.  
� 14kgm 6kgmو  = ′ =. 
3kgm عندما السابقل يتحقّق التوازن، في الشك: الخلاصة 2kgmو = ′ نتعامل في الرياضيّات . =

إلى  2الثابت  نُسنِدُ  فنقول في وصف ما سبق إننا. مع أوضاع عامّة لا تتعلّق بطبيعة الظواهر المدروسة
3معرّفة بالعلاقة  G، وإنّ Aإلى النقطة  3دُ الثابت ونُسنِ  Bالنقطة  2 0GA GB+ =

���� ���� �

 Gنقول إنّ . 
)لتين ثق هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المُ  ), 3A و( ),2B.  

G AB

mm ′
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  اتتذكرة وتتم -ة لأشعا 

.1.1 �ّ��
 ������
  
uإنّ الشعاعين غير المعدومين  نقول AB=

����
vو  � CD=

����
. إذا كان لهما المنحى نفسه مرتبطان خطّياً   �

)أي إذا كان المستقيمان  )AB و( )CD متوازيين.  

    1 مُبرهَنة 
uنقول إنّ الشعاعين  :علاقة الارتباط الخطّي �

إذا نتج أحدهما من مرتبطان خطّياً إذا وفقط  �vو �
uيُحقّق  k إذا وُجِدَ عددٌ حقيقيأي  الآخر بضربه بعدد حقيقي، kv=

kأو إذا وُجِدَ عددٌ حقيقي، �� ′ 
vيُحقّق  k u′=

� �. 
) بمَعلَم مزوّد مستوٍ في  :العبارة التحليليّة للارتباط الخطّي � ); ,O i j

� )، يكون الشعاعان � , )u x y
� 

)و , )v x y′ ′
0xy مرتبطين خطّياً إذا وفقط إذا تحقّق الشرط � yx′ ′− =. 

)ن االمستقيم يتوازى :يالتواز  � )AB و( )CD عددٌ حقيقي  دَ جِ وُ وفقط إذا  إذاk يُحقّق AB kCD=
���� ����

. 
على استقامة واحدة إذا وفقط إذا وُجِدَ عددٌ  Cو Bو Aتقع النقاط  :الوقوع على استقامة واحدة �

ABيُحقّق kحقيقي  kAC=
���� ����

. 

    نتيجة 
)المستقيم  )AB هو مجموعة جميع النقاط M التي تجعل الشعاعين 
AM
�����

ABو 
����

) إلى المستقيم Mتنتميأي . مرتبطين خطيّاً   )AB  إذا
AMيُحقّق  kوفقط إذا وُجِدَ عددٌ حقيقي kAB=

����� ����

.  
)المستقيم   )AB  هو مجموعة جميع النقاطM  التي تحقّقAM kAB=

����� ����

في  k تتحوّلعندما  
 .مجموعة الأعداد الحقيقية

.2.1 ���� ����  

  1 تعريف 
uشعاع  نظيم AB=

����
u يأتيونرمز إلى ذلك كما . ABالطول  هو � AB AB= =

����
�.  

uونقول إنّ الشعاع 
). أي واحدة الطول في المستوي(، 1شعاع واحدة إذا كان نظيمه مساوياً  �

uونلاحظ أنّ نظيم شعاع 
   :لا يتعلّق بتمثيله �

uفإذا كان  AB CD= =
���� ����

uكان  � AB CD= =
�.  

A
B

M
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    نتائج 
0ABإنّ الشرط  .1 =

����

Aيُكافئ   B=. 

uوأيّاً كان الشعاع  kأيّاً كان العدد الحقيقي  .2
�

kuكان   k u= ×
� �. 

uفي الحقيقة، إذا كان  AB=
� ����

kuو  AC=
� ����

كان لدينا، استناداً إلى تعريف ضرب الأشعّة بعدد،  
AC k AB= 0k عندما × ACو ≤ k AB= − 0k عندما × AC أي. > k AB= × 

ku أو k u= ×
� �.  

  
)م متجانس لَ عْ في مستوٍ مزوّد بمَ  .3 ); ,O i j

� )نظيم  يعطى، � ),u x y
�

2 بالصيغة  2u x y= +
�. 

OMبالعلاقة  M في الحقيقة، إذا عرّفنا النقطة u=
���� �

) ت، كان ),x y  اتإحداثيّ هما M .إذن  
2 2u OM x y= = +

�.  

 تكريساً للفهم 
 رتباط الخطّي للأشعّة ؟لماذا ندرس الا 

  .لأنّ ذلك يفيدنا في إثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة أو إثبات توازي مستقيمين

  ؟قوع ثلاث نقاط على استقامة واحدةكيف نثبت و  
بالعلاقتين  Fو Eونعرّف النقطتين . ABCنتأمّل مثلّثاً 
4AE BC=
���� ����

5AFو  AC=
���� ����

 Fو Eو Bالنقاط  وقوعأثبت . 
  .استقامة واحدة

تقع على استقامة واحدة، يكفي أن نثبت علاقة ارتباط خطّي من  Fو Eو Bلإثبات أنّ النقاط 
FBالصيغة  kFE=

���� ����

.  

  
BFإذا تأمّلنا الشكل رأينا أنّه يمكن التعبير عن الشعاع 

����

BCبدلالة الشعاعين  
����

CFو 
����

بالعلاقة  
BF BC CF= +
���� ���� ����

4BCولكن .  AE=
���� ����

  ، وكذلك

5 4CF AF AC AF AF AF= − = − = −
���� ���� ���� ���� ���� ����

  
)إذن   )4 4 4 4BF AE AF FA AE FE= − = + =

���� ���� ���� ���� ���� ����

   

  .ومنه النتيجة المطلوبة

 مثال

A

B

C

u
�

ku
�

A

B

C

u
�

ku
�

0k< 0k≥

    الحل

A

B C

E

F
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  ؟كيف نثبتُ توازي مستقيمين 
 Gو Eونعرّف النقطتين . 1و 0 عن اً مختلف k، وعدداً حقيقياً ABCDنتأمّل متوازي أضلاع 

AE :بالعلاقتين kAB=
���� ����

1)و  )AG k AD= −
���� ����

.  
)نرسم المستقيم الموازي للمستقيم  )AD  والمار بالنقطةE  فيقطع

)المستقيم  )CD  فيH . وكذلك نرسم المستقيم الموازي للمستقيم( )AB 
)فيقطع المستقيم  Gوالمار بالنقطة  )BC  فيF . أثبت أنّ المستقيمات

( )EF و( )GH و( )AC متوازية.  
)المستقيمات  لإثبات أنّ  )EF و( )GH و( )AC  متوازية، يكفي أن نثبت أنّ للأشعّةEF

����

ACو 
����

 
GHو

����

  .المنحى نفسه 

  
)سنعرض حلاً تحليليّاً للمسألة، لنختر ; , )A AB AD

���� ����

أنّه بهذا الاختيار يكون  وخصوصاً . مَعْلَماً للمستوي 
  :فنجد مثلاً . إحداثيّات بسيطة A،B،C،D،E،F،G،Hللنقاط 

(0, 0)A (1,1)وC و( , 0)E k 0,1)و )G k− 1,1)و )F k− و( ,1)H k  
ACنستنتج من ذلك مركّبات الأشعّة 

����

EFو 
����

GHو 
����

  يأتيوهي كما  
(1,1), (1 ,1 ), ( , )AC EF k k GH k k− −

���� ���� ����

  
GHينتج من ذلك أنّ  kAC=

���� ����

1)و  )EF k AC= −
���� ����

EFإذن للأشعّة . 
����

ACو 
����

GHو 
����

المنحى نفسه،  
)والمستقيمات  )EF و( )GH و( )AC متوازية.  

 
   تَدربْ  

4مستطيلاً فيه  ABCDليكن  � cmAB 3cmADو = uنعرّف . = AB=
����

vو � AD=
����

مثّل . �
uالشعاعين  v+
uو �� v−

u، ثمُّ احسب �� v+
uو �� v−

��.  
4مثلّثاً متساوي الأضلاع طول ضلعه  ABCليكن  � cm . نعـرّفu AB=

vو ����� AC=
�����.  

uتوثّق أنّ  .1 v CB− =
����

u ، واستنتج قيمة�� v−
��. 

uالتي تحقّق  Dعيّن النقطة  .2 v AD+ =
����

u ؟ استنتج قيمةABCDما نوع الرباعي . �� v+
��.  

)مزوّد بمَعْلَم متجانس  مستوٍ  في � ; , )O i j
� 3 نتأمّل الشعاعين ،� 2u i j= −

� 4 و  �� 6v i j= +
� ��.  

2 أثبت أنّ  .1 2 2
u v u v+ = +

� �� �. 
u الشعاعيننتأمّل  .2 OA=

����
vو � OB=

����
  ؟ OABما هي طبيعة المثلّث . �

2المساواة 2 2
u v u v+ = +

� �� ليست صحيحة بوجه عام، ولكننا ندرس في هذا التمرين حالة  �
 .خاصّة تكون فيها هذه المساواة صحيحة

 مثال

    الحل

A B

C

E

F

D H

G
FI
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  ركز الأبعاد المتناسبة لنقطتينم  

.1.2 ������ !
" #�$�!
 %&'  

    2مُبرهَنة   
βو α، وعددين حقيقيين Bو Aلنتأمل نقطتين  +0يُحقّقان  � ≠α β .عندئذ توجد نقطة، 

0GAحقّق تُ  G ،ونقطة وحيدة فقط GB+ =
���� ���� �

α β.  
)للنقطتين المثقّلتين  مركز الأبعاد المتناسبةهذه  Gنسمّي النقطة  , )A α و( , )B β.  

 الإثبات
0GAفي الحقيقة، تُكافئ العلاقة  GB+ =

���� ���� �

α β على التوالي  الآتيةت كلاً من العلاقا:  
( ) 0GA GA AB+ + =

���� ���� ���� �
α β  

)                      ثمُّ  ) 0GA AB+ + =
���� ���� �

α β β   

GA    وأخيراً  AB= −
+

���� ����β

α β
+0لأنّ      ≠α β.  

0GAتُحقّق الشرط  Gإذن يؤول إيجادُ  GB+ =
���� ���� �

α β  ِإلى إيجادG ق الشرطتُحق:  

( ) AG AB=
+

∗
���� ����β

α β
  

)تُحقق الشرط   Gولكن من الواضح أنّه توجد نقطة وحيدة    .ومنه النتيجة المطلوبة ∗(

  2 تعريف 
)للنقطتين المثقّلتين بعاد المتناسبةمركز الأهي  Gنقول إنّ النقطة , )A α و( , )B β ،إنّها مركز  أو

: الترتيب، إذا تحقق الشرطانب βو αوقد أُسْنِدَ إليهما الثابتان  Bو Aالأبعاد المتناسبة للنقطتين 
0+ ≠α β   0  وGA GB+ =

���� ���� �
α β.  

.2.2 %�(�& )
 #��*+
 ,-�� .��/  

    3مُبرهَنة   
)  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين Gإذا كانت النقطة  , )A α و( , )B βكانت ،  G  ًأيضا

)  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين , )A kα و( , )B kβ  معدومالحقيقيّ غير العدد ال  أياً كان 
k.  

                                                 
�
 α  و» ألفا«حرفٌ يوناني يقُرأβ  بيتا«حرفٌ يوناني آخر يقُرأ«. 
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 الإثبات
0GAالمساواة  في الحقيقة، نستنتج من GB+ =

���� ���� �

α β  ّ0أنk GA k GB+ =
���� ���� �

α β . ولكن  
( ) 0k k k+ = + ≠α β α β  ّ0لأنk +0و ≠ ≠α β.  

)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين Gإذن  , )A kα و( , )B kβ.  

    نتيجة 
α=في حالة  β و( )0≠α تكون النقطة ،G  لتينمركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثق
( ,1)A و( ,1)B . 0أيGA GB+ =

���� ���� �

ABهي منتصف القطعة المستقيمة  Gوهذا يعني أنّ   
  

Aفي حالة  B≠.  

.3.2  0����!
 1
, 2
����� �����

+MA MBα β  %!�3 4+ ≠ 0α β.  

  4مُبرهَنة   
) مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين G ليكن   , )A α و( , )B β.  عندئذ أيّاً كانت النقطةM 

  كان 
( )MA MB MG+ = +

���� ���� ����

α β α β  

 الإثبات
  كان Mأيّاً كانت النقطة 

( )

MA MB MG GA MG GB

MG GA GB

+ = + + +

= + + +

���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ����
α β α α β β

α β α β
  

0GAونجد النتيجة المطلوبة لأنّ  GB+ =
���� ���� �
α β.  

]منتصف القطعة المستقيمة  Gإذا كان  ]AB 2، كانMA MB MG+ =
���� ���� ����

، وذلك أيّاً كانت 
 .Mالنقطة 

 تكريساً للفهم 

 كيف نميز نقاط مستقيم بالاستفادة من مركز الأبعاد المتناسبة ؟ 

) للنقطتين المثقّلتين G إنّ مركز الأبعاد المتناسبة ���� , )A α و( , )B β ، هو أيضاً النقطةG  التي

AGتُحقّق  AB=
+

���� ����β

α β
هو نقطة من  Bو Aإذن كل مركز أبعاد متناسبة للنقطتين . 

)المستقيم  )AB. 
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)نقطة من المستقيم  Mوبالعكس، لتكن  ���� )AB . َيوجد اختيار مناسب للثابتين أα وβ يجعل M 
) مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين , )A α و( , )B β؟ 

)نقطة من المستقيم  Mفي الحقيقة، لمّا كانت ، نعم )ABاستنتجنا أنّه يوجد عدد حقيقي ، k 
AMيُحقّق  kAB=

����� ����

  إذن. 
( )AM k AM MB= +

����� ����� ����

1)أو      ) 0k MA kMB− + =
���� ���� �  

1) ولأنّ  ) 0k k− + هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  Mاستنتجنا أنّ  ≠
( ,1 )A k− و( , )B k.  

) المستقيم .الخلاصة )AB هو مجموعة مراكز الأبعاد المتناسبة M  للنقطتين المثقّلتين
( ,1 )A k− و( , )B k  عندما يتحوّل الثابتk  فيℝ . لأنّ المستقيم( )AB  هو مجموعة النقاط

M  التي تحقّقAM kAB=
����� ����

  .ℝفي  kعندما يتحوّل الثابت  

 كيف نعبّر عن مساواة شعاعيّة بالاستفادة من مركز الأبعاد المتناسبة ؟ 

3 نقطة تُحقّق Hإذا كانت  ���� 2 0HA HB− =
���� ���� �

مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  H انت، ك
)المثقّلتين  , 3)A و( , 2)B −.  

)النقطة من المستقيم  Mإذا كانت  ���� )AB  7المعرّفة بالعلاقة

2
AM AB=
����� ����

نا، كما في كتب. 

2الملاحظة السابقة  7( )AM AM MB= +
����� ����� ����

5، واستنتجنا  7 0MA MB− + =
���� ����  Mأي إنّ ، �

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين هي  , 5)A )و − ,7)B.  

+الشرط الذي يجعل  ما السبب  ≠ 0α β  ًضرورياًّ ؟شرطا 

+0إذا افترضنا أنّ  =α β  أي= −β α،  وأنّه توجدG  0تحقّقGA GB− =
���� ���� �

α α  استنتجنا
)أنّ  ) 0GA GB− =

���� ���� �
α  0أوBA =

���� �
α  ق في حالة0وهذا مستحيلُ التحق≠α وA B≠ .  

Aوعليه، في حالة  B≠ لا يوجد مركز أبعاد متناسبة للنقطتين المثقّلتين ،( , 3)B )و − , 3)A.  

  ؟طةً مركزَ أبعاد متناسبة لنقطتينكيف نكتب نق 

  .متوضّعة كما في الشكل المجاور Cو Bو Aنتأمّل ثلاث نقاط 
γو β نيعددين حقيقي  عيّن .1 مركز الأبعاد المتناسبة  Aليكون  �

)للنقطتين المثقّلتين  , )B β و( , )C γ.  
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  Gأنشئ  .2 , 3)A و( , 2)B −. 

                                                 
�
 γ  امّاغ«حرفٌ يوناني يقُرأ« 

 مثال

AB C
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ABالشعاعان .1

����

ACو 
����

2ACمرتبطان خطّياً و  AB= −
���� ����

2  إذن.   0AC AB+ =
���� ���� �

هي  Aفالنقطة .  
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  ,2)B و( ,1)C.  

3يُكافئ الفرْض العلاقة  .2 2 0GA GB− =
���� ���� �

2AGأو   AB= −
���� ����

 .Cتنطبق على  Gفالنقطة . 

 
   تَدربْ  

ن النقطة كي تكو  βو αعددين  عيّن. بالشرط المبين أدناه G، ونعرّف Bو Aنعطي النقطتين    �
G  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( , )A α و( , )B β .وذلك في الحالات الآتية.  
� 2AB GB=

���� ����

.  

	 2 3 0GB AB− =
���� ���� �

. 

� 2 2 0AB GA GB+ − =
���� ���� ���� �

.  


 .Aبالنسبة إلى  Bنظيرة  Gإذا كانت النقطة 

عين في كل من . مبيّنة في الشكل المجاور Cو Bو Aالنقاط    �
  . يحقّقان الشرط المعطى βو αالحالات الآتية عددين 

� A  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين( , )B α و( , )C β. 

� B  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين( , )A α و( , )C β. 

	 C  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين( , )A α و( , )B β. 

عين في كل من . مبيّنة في الشكل المجاور Cو Bو Aالنقاط    �
  . يحقّقان الشرط المعطى βو αالحالات الآتية عددين 

� A  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين( , )B α و( , )C β. 

� B  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين( , )A α و( , )C β. 

	 C  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين( , )A α و( , )B β.  

    الحل

A C B

A CB



  

21  

 
  لثلاث نقاطمركز الأبعاد المتناسبة 

.1.3 6
��
" ����� !
 ���7  

    5555مُبرهَنة   
+0تُحقّق   γو βو α، وثلاثة أعداد حقيقيّة Cو Bو Aث نقاط لنتأمل ثلا + ≠α β γ .

  عندئذ
0GAتحقّق  Gطة وحيدة فقط توجد نقطة ونق .1 GB GC+ + =

���� ���� ���� �
α β γ. نسمّي G  مركز

)الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة  , )A α و( , )B β و( , )C γ.  
)، يكن Mمهما تكن النقطة .2 )MA MB MC MGα β γ α β γ+ + = + +

���� ���� ���� ����

.  

 الإثبات
 بملاحظة المساواتين .1

GB GA AB= +
���� ���� ����

GC   و    GA AC= +
���� ���� ����

 
0GAنرى أنّ العلاقة   GB GC+ + =

���� ���� ���� �

α β γ  تُكافئ:  

AG AB AC= +
+ + + +

���� ���� ����β γ

α β γ α β γ
  

  .Gوالعلاقة الأخيرة تعرّف نقطة وحيدة 
 نكتب .2

MA MG GA= +
���� ���� ����

MBو   MG GB= +
���� ���� ����

MCو  MG GC= +
���� ���� ����

. 
):فنجد  )MA MB MC MGα β γ α β γ+ + = + +

���� ���� ���� ����

. 

    نتائج 
)  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة Gإذا كان  .1 , )A α و( , )B β و( , )C γ  كان  G   ًمركزأيضا 

)الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة  , )A kα و( , )B kβ و( , )C kγ  0في حالةk ≠. 
 G الثابت غير المعدوم نفسه، حقّق مركز الأبعاد المتناسبة Cو Bو Aإذا أسندنا إلى النقاط  .2

0GAالعلاقة  GB GC+ + =
���� ���� ���� �

 .ABCفهو إذن مركز ثقل المثلّث  
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.2.3 %8���9: !
 %8;��
  

    6ة  مُبرهَن 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة  Gليكن  , )A α و( , )B β و( , )C γ . ّنفترض أن
0+ ≠α β ونعرّف النقطة ،H  لتين مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثق( , )A α و( , )B β .

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقلتين  Gعندئذ تكون النقطة  , )H +α β و( , )C γ.  

 الإثبات
0GAلدينا تعريفاً  GB GC+ + =

���� ���� ���� �
α β γ .أمكننا أن نكتب، أيّاً كانت  .4 برهنةوإذا استفدنا من الم

) ،Mالنقطة  )MA MB MH+ = +
���� ���� �����

α β α β.  إذن في حالةM G=نجد ،  
( )GA GB GH+ = +

���� ���� ����

α β α β  
  وعليه يكون 

( ) 0GH GC+ + =
���� ���� �

α β γ  

) للنقطتين المثقلتينهي مركز الأبعاد المتناسبة  Gوهذا يثبت أنّ  , )H +α β و( , )C γ.  

  
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة  Gأنشئ  ,1)A و( ,2)B 

)و , 4)C.  

 
) مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين 1Hلتكن  � ,2)B و( , 4)C . إذن أياً كانت النقطةM  كان

12 4 6MB MC MH+ =
���� ���� �����

Mفإذا اخترنا .  B=  ّ1استنتجنا أن

2

3
BH BC=
����� ����

نُسند الثابت . 

6 4 2= )1 هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقلتين Gفتكون  1Hإلى  + ,6)H و( ,1)A ،

1أي 

6

7
AG AH=
���� �����

. 

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  2Hيمكننا أيضاً أن نعرّف بأسلوب مماثل  � ,1)A 
)و ,2)B . 3أوH تناسبة للنقطتين المثقّلتين مركز الأبعاد الم( ,1)A و( ,4)C . عندئذ تنتمي النقطة
G  من المستقيمات 1إلى كل( )AH 2و( )CH 3و( )BH .في  فهي إذن تتلاقىG. 
 

    الحل

) مثال ),1A

( ), 4C
( ),2B

( )1, 6H

( )2, 3H

( )3, 5HG
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مركز الأبعاد  G ولتكن. ABCليكن المثلّث :بوجه عام 
)قاط المثقّلة نالمتناسبة لل , )A α و( , )B β و( , )C γ، نّ ونفترض أA′  هو

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  , )B β و( , )C γ ّوأن ،B هو  ′
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  , )A α و( , )C γ . ّوكذلك أن

C ) هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين ′ , )A α و( , )B β .
) عندئذ تتلاقى المستقيمات )AA′ و( )BB )و ′ )CC  .Gهي  في نقطة واحدة ′

.3.3  %�(�& )
 #��*+
 ,-����<&!
 =� #��!  

من  nبالإمكان تعميم النتائج التي درسناها في حالة نقطتين مثقّلتين أو ثلاث إلى حالة عددٍ 
 تُحقّق 1α،2α،...،nαفي المستوي، وأعداداً حقيقيّة  1A،2A،...،nAنقطةً  nلنتأمّل  .النقاط
1 الشرط 2 0n+ + + ≠⋯α α α .ندئذع  

 ، ونقطة وحيدة فقط، تُحقّقG توجد نقطة �

1 1 2 2 0n nGA GA GA+ + + =
���� ���� ����� �

⋯α α α  
1للنقاط المثقلة  مركز الأبعاد المتناسبة Gنسمّي  1( , )A α،2 2( , )A α،...،( , )n nA α. 

 في المستوي فلدينا Mأيّاً كانت  �

1 1 1( )n n nMA MA MGα α α α+ + = + +
����� ����� ����

⋯ ⋯  

  ائجنت 
1هو أيضاً مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة  Gإنّ  .1 1( , )A kα،...،( , )n nA kα ،حيث 

0k ≠. 
الأبعاد  ، مركزَ nمن النقاط، من بين النقاط التي عددها  pيمكننا أن نستبدل بعدد Gلإيجاد  .2

 .غير المعدوم لثوابت هذه النقاطالمجموع  H إلى بعد أن نسندلهذه النقاط المثقّلة  Hالمتناسبة 

  تكريساً للفهم 

 ؟6نتيجة مفيدة من المبرهنة  

)قاط المثقّلة نهو مركز الأبعاد المتناسبة لل Gنفترض . ABC ليكن المثلّث , )A α و( , )B β 
)و , )C γ .  

( , )A α

( , )C γ
( , )B β

A′

C ′

B ′G
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+0إذا كان  � ≠β γ  ُعندئذ يقطع المستقيم( )AG   َالمستقيم  ( )BC  في النقطةA′  مركزِ الأبعاد
)ثقّلتين المتناسبة للنقطتين الم , )B β و( , )C γ.  

)إلى المستقيم  ′Aفي الحقيقة، تنتمي النقطة  )BC  لأنها مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين
( , )B β و( , )C γ.  وهي أيضاً تنتمي إلى المستقيم( )AG  ّلأنG  هي مركز الأبعاد المتناسبة

)للنقطتين المثقّلتين  , )A α و( , )A β γ′ +.  
+0 عندمامّا أ � =β γ المستقيمان يكون  هاعندف( )AG و( )BC لأنّه في هذه الحالة . متوازيين

= يكون −γ β  ّ0ومن ثَمGA GB GC+ − =
���� ���� ���� �

α β β 0 حيث≠α.  إذنGA BC
β

α
=

���� ����

 ،

) والمستقيمان )AG و( )BC متوازيان.  
 ؟ 6ما فائدة المبرهنة  

 .إرجاع إنشاء مركز الأبعاد المتناسبة لثلاث نقاط إلى إنشاء مركز الأبعاد المتناسبة لنقطتين �
 .إثبات تلاقي مستقيمات بنقطة واحدة �
  .إثبات وقوع نقاط على استقامة واحدة �

  ؟كيف نُـثْبِتُ تلاقي مستقيمات 
Bو ′Aولتكن . ABCلنتأمّل مثلّثاً  Cو ′ ]منتصفات أضلاعه  ′ ]BC و[ ]CA و[ ]AB  على

)أثبت أنّ المتوسطات . التوالي )AA′ و( )BB )و ′ )CC   .تتلاقى في نقطة واحدة ′

  
)ثقّلة مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط الم Gليكن  ,1)A و( ,1)B و( ,1)C . لمّا كان منتصف[ ]BC  هو

)وهي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  ′Aالنقطة  ,1)B و( ,1)C ّاستنتجنا أن ،G  هو مركز
)الأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,2)A′ و( ,1)A . إذن يمر المستقيم( )AA′  بالنقطةG.  

)تنتمي أيضاً إلى كل من المستقيمين  Gثل أنّ ونبرهن بأسلوب مما )BB )و ′ )BB فالمتوسطات . ′
 .Gالثلاثة تتقاطع في نقطة واحدة هي

  ؟على استقامة واحدة قوع ثلاث نقاطكيف نُـثْبِتُ و  

منتصف  I، ونعرّف النقطة ABCنتأمّل في الشكل المجاور مثلّثاً 
[ ]ABكما نعرّف النقطتين ،J وK  بالعلاقتين  

2 0JB JC+ =
��� ��� �

2و       0KA KC+ =
���� ���� �

  
)إلى نقطة تقاطع المستقيمين  Gوأخيراً نرمز بالرمز  )CI و( )AJ .أثبت أنّ النقاط B وG وK 

  .تقع على استقامة واحدة

    الحل

 مثال

 مثال

A

B C

I

J

K

G
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] منتصف I لمّا كان ]AB  ّاستنتجنا أنI  هو مركز الأبعاد المتناسبة
) المثقلتين للنقطتين ,1)A و( ,1)B2 ، ونستنتج من العلاقة 0JB JC+ =

��� ��� �

 
) المثقلتين هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين Jأنّ  ,1)B و( ,2)C . إذن

)لنقاط المثقّلة ينتمي مركز الأبعاد المتناسبة ل ,1)A و( ,1)B و( ,2)C إلى كل ،
)من المستقيمين  )CI و( )AJ  فهو ينطبق إذن على النقطةG قيميننقطة تقاطع هذين المست.  

) المثقلتينهو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Kولمّا كان  ,1)A و( ,2)C . ّاستنتجنا أنG  هو مركز
) المثقلتينالأبعاد المتناسبة للنقطتين  , 3)K و( ,1)B .النقاط  تقع إذنB وG وK ةعلى استقامة واحد.  

  

 
   تَدربْ  

  
� ABC  مثلّث فيهI  منتصف[ ]BC .  

1أثبت أنّ   �
( )
2

AI AB AC= +
��� ���� ����

. 

) مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط Aتكون أَ   � ,1)B و( ,1)C و( , 2)I  ؟−

Gو. ABC مركز ثقل Gالنقطة  � منتصف  I بالنسبة إلى Gنظيرة  ′
[ ]BC .  

]صف تهي من Gأثبت أنّ   � ]AG ′. 
Gأثبت أنّ   � بعد إسناد  Cو Bو Aهي مركز أبعاد متناسبة للنقاط  ′

 .ثوابت يطلب تعيينها إلى هذه النقاط

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة  Gليكن . ABCليكن المثلّث  � ,1)A و( ,4)B و( , 3)C − .  
) مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين Hأنشئ النقطة    � , 4)B و( , 3)C −. 
) هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين Gاستنتج أنّ    � ,1)A و( ,1)H.   ثمُّ أنشئ النقطة

G. 
   

    الحل
A

B C

I

J

K

G

A

C

B

I

A

C

B

IG

G ′



 

26 

  ا مركز الأبعاد المتناسبةتإحداثي 

    7مُبرهَنة   
د  المستوي بمعلم نزو( ); ,O i j

� 1مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة  Gليكن . � 1( , )A α 
2و 2( , )A α و ...و( , )n nA α ّ1، ولنفترض أن 1 1( , )A x y ،2 2 2( , )A x y، ... ،( , )n n nA x y.  عندئذ
)عطى ت , )G Gx y  ّا النقطة تإحداثيG بالصيغتين الآتيتين:  

1 1 2 2

1 2

n n
G

n

x x x
x

+ + +
=

+ + +

⋯

⋯

α α α

α α α
1  و   1 2 2

1 2

n n
G

n

y y y
y

+ + +
=

+ + +

⋯

⋯

α α α

α α α
  

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة  G في حالة كونخصوصاً، و  , )A α و( , )B β و( , )C γ:  
A B C

G

x x x
x

+ +
=

+ +

α β γ

α β γ
A  و   B C

G

y y y
y

+ +
=

+ +

α β γ

α β γ
  

 الإثبات
3nحالة  على ثباتناإسيقتصر  )هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقلة  Gنفترض أنّ  .= , )A α 

)و , )B β و( , )C γ ،0 ولنفترض أيضاً أنّ الشرط+ + ≠α β γ  ٌ5المبرهنة إذن بناءً على . محقّق ،
  ، يكن Mمهما تكن النقطة 

( )MA MB MC MGα β γ α β γ+ + = + +
���� ���� ���� ����

  
Mفإذا اخترنا  O= ّاستنتجنا مما سبق أن ،  

OG OA OB OC= + +
+ + + + + +

���� ���� ���� ����α β γ

α β γ α β γ α β γ
  

  أي Gي النقطة تومنه نستنتج إحداثيّ 
A B C

G

x x x
x

+ +
=

+ +

α β γ

α β γ
A  و   B C

G

y y y
y

+ +
=

+ +

α β γ

α β γ
  

  .وبذا يكتمل الإثبات

  
)نتأمّل في مستوٍ مزوّد بمعلم  ); ,O i j

� ) النقاط � 1,3)A  B(2,4)و −
,1)و 2)C )عطى تعندئذ . − , )G Gx y  ّا النقطةتإحداثي G مركز الأبعاد ،

)المتناسبة للنقاط المثقّلة  ,1)A و( ,2)B و( ,3)C بالعلاقتين:  
2 3 1 4 3

1
1 2 3 6
2 3 3 8 6 5

6 6 6

A B C
G

A B C
G

x x x
x

y y y
y

+ + − + +
= = =

+ +
+ + + −

= = =

  

 مثال
A

i
�

B

C

O

G
j
�
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]منتصف القطعة المستقيمة  Iيْ النقطة تالسابقة إحداثي  تعطي العلاقتان في المبرهنة ]AB . إذ

ما العلاقتان 
2

A B
I

x x
x

+
و =

2
A B

I

y y
y

+
هو مركز  Iلأنّ  .7ة إلاّ حالة خاصّة من المبرهن =

) بعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتينالأ ,1)A و( ,1)B. 

  .إنشاء مركز الأبعاد المتناسبة لأربع نقاط مثقلة  
  ABCD أنشئ النقطة . مستطيلG لتين الآتيتينفي الحا :  

� G  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة( ,1)A و( ,1)B و( ,2)C و( ,2)D. 
� G  مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة ( ,1)A و( ,1)B و( ,1)C و( ,2)D. 

  
 عن بعضبعضها لف ختيعلى الخاصّة التجميعيّة و هناك بوجه عام عدّة طرائق للحل، تعتمد جميعها 

فيمكننا مثلاً تجميع النقاط مثنى مثنى، ويمكننا أيضاً أن نستبدل بثلاث نقاط مركز :  بطريقة تجميع النقاط
  ....أبعادها المتناسبة،

)  المثقّلتين  ، يبدو من المناسب أن نستبدل بالنقطتينالطلبفي هذا    � ,1)A و( ,1)B  مركز أبعادهما
) المثقّلتين المتناسبة، وبالنقطتين ,2)C و( ,2)D مركز أبعادهما المتناسبة .  

) المثقّلتين في الحقيقة، إنّ مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين ,1)A و( ,1)B  هو
]منتصف  Iالنقطة  ]AB . كذلك فإنّ مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتينو 
) المثقّلتين ,2)C و( ,2)D هو النقطة J  منتصف[ ]CD . إذنG  هو مركز

)الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  ,2)I و( , 4)J  2أي

3
IG IJ=
��� ���

.  

مركز الأبعاد المتناسبة  K، فيمكننا أن نتأمّل النقطة الطلبأمّا في هذا   �
)للنقاط  ,1)A و( ,1)B و( ,1)C  ّلأننا نعلم في هذه الحالة أنK  هي مركز ثقل

هو مركز الأبعاد  Gعندئذ يكون . أو نقطة تلاقي متوسطاته ABCالمثلّث 

)المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  , 3)K و( ,2)D  3أي

5
DG DK=
���� ����

. 

  .ار مَعْلَم عند الحلاختي 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Gليكن .  ABCنتأمّل مثلّثاً  ,3)A و( ,1)B و( ,1)C   ولتكن ،

]  منتصف Iالنقطة  ]ACو ،J  1النقطة المعرّفة بالعلاقة

3
AJ AB=
���� ����

 Iأثبت وقوع النقاط .  

  .على استقامة واحدة Jو Gو

    الحل

 مثال

 مثال

A

BC

K

G

D

J I

A

BC

G

D

I
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على استقامة واحدة، سنختار المَعْلَم  Jو Gو Iالنقاط  لإثبات وقوع

( ; , )A AB AC
���� ����

 (1,0)على التوالي  Cو Bفتكون إحداثيّات النقطتين . 
)ونستنتج بسهولة من الفرْض أنّ . (0,1)و )1

2
0,I و( )1

3
, 0J .  

  عطيان بالعلاقتينتف Gا تأمّا إحداثيّ 
3 1

5 5
A B C

G

x x x
x

+ +
= 3و     = 1

5 5
A B C

G

y y y
y

+ +
= =  

IJلشعاع لوعليه تكون 
���

) المركّبتان  )1 1
3 2
IGلشعاع ل ، و−,

���

) المركّبتان  )1 3
5 10
,− .  

3نستنتج من ذلك أنّ 

5
IG IJ=
��� ���

IJ، فالشعاعان 
���

IGو 
���

 Iمرتبطان خطّياً، وهذا ما يبرهن وقوع النقاط  

  .على استقامة واحدة Jو Gو

 
   تَدربْ  

]منتصف الضلع  I:  يأتيالمعرّفة كما  Lو Jو I، والنقاط ABCنتأمّل مثلّثاً  � ]AB 

2و

5
AJ AB=
���� ����

3ALو  AC=
���� ����

)موازياً  Jم المار بالنقطة المستقي.  )AC  يقطع المستقيم

( )BC  فيK . نتأمّل المَعلَم( ; , )A AB AC
���� ����

.  
 .Lو Kو Iاحسب إحداثيّات النقاط  .1

 .تقع على استقامة واحدة Lو Kو Iأثبت أنّ النقاط  .2

� ABCD  5مربّع طول ضلعهcm  نهدف في هذا التمرين إلى إنشاءG  مركز الأبعاد المتناسبة
)للنقاط المثقّلة و ,1)A و( ,2)B و( , 3)C و( , 4)D.   

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  Iأنشئ النقطة  .1 ,1)A و( , 4)D. 

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  Jأنشئ النقطة  .2 ,2)B و( , 3)C. 

]هو منتصف القطعة المستقيمة  Gأثبت أنّ  .3 ]IJ وأنشئه. 

مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Gيُبيّن الشكل المجاور إنشاءً للنقطة  �
( ,1)A و( ,3)B و( ,1)C و( ,1)D .علّل صحّة هذا الإنشاء.  

  

 

    الحل
A

B C

I
J

G

( ),1D

( ),1A

( ),1C( ), 3B

I

G
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   أفكار يجب تَمثـلُها 
 





 .لا يوجد مركز الأبعاد المتناسبة لنقاط مثقّلة ما لم يكن مجموع الثوابت مختلفاً عن الصفر 





)للنقطتين المثقّلتين  Gيتعيّن مركز الأبعاد المتناسبة   , )A α و( , )B β بالشرط 

0GA GB+ =
���� ���� �

α β   أو بالعلاقة    AG AB=
+

���� ����β

α β
 

 . تقع على استقامة واحدة A،G،Bفالنقاط 
) لثلاث نقاط مثقّلة Gأمّا مركز الأبعاد المتناسبة    , )A α و( , )B β و( , )C γ فيتعيّن بالشرط  

0GA GB GC+ + =
���� ���� ���� �

α β γ. 





) اد المتناسبة للنقطتين المثقّلتينمركز الأبع  ,1)A و( ,1)B  هو منتصف القطعة المستقيمة[ ]AB ،
) مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلةو  ,1)A و( ,1)B و( ,1)C  هو مركز ثقل المثلّثABC  أو

  .نقطة تلاقي متوسّطاته





 .يفيد مركز الأبعاد المتناسبة في إرجاع مجموع أشعّة لها المبدأ نفسه إلى شعاع واحد 
) مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين G فإذا كان ���� , )A α و( , )B β كان ، 

( )MA MB MGα β α β+ = +
���� ���� ����

  
) مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة  Gوإذا كان ���� , )A α و( , )B β و( , )C γ كان ، 

( )MA MB MC MG+ + = + +
���� ���� ���� ����

α β γ α β γ  





)المستقيم   )AB  هو مجموعة جميع مراكز الأبعاد المتناسبةM  لتينللنقطتين المثق( ),1A k− 
)و , )B k عندما تتحوّل ،k  فيℝ. 





 .لا يتغيّر مركز الأبعاد المتناسبة لنقاط مثقّلة إذا ضُربت جميع الثوابت بالعدد غير المعدوم نفسه 





مركز الأبعاد المتناسبة لنقاط مثقّلة، يمكننا أن نستعيض عن عدد من النقاط بمركز  عند تعيين 
وبوجه خاص، تفيد هذه . يساوي مجموع ثوابتها الأبعاد المتناسبة لهذه النقاط وقد أسندنا إليه ثابتاً 

الخاصّة التجميعيّة، في إرجاع تعيين مركز الأبعاد المتناسبة لعدد من النقاط المثقّلة إلى تعيين 
  .مركز الأبعاد المتناسبة لنقطتين
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  منعكسات يجب امتلاكُها 





)اسبة للنقطتين المثقّلتين هو مركز الأبعاد المتن Gلإثبات أنّ   , )A α و( , )B β ّفكّر في إثبات أن ،
0GA GB+ =

���� ���� �

α β. 





. وبالعكس، فكّر في التعبير عن مساواة شعاعيّة بالاستفادة من مفهوم مركز الأبعاد المتناسبة 
3فمثلاً، من المساواة  2 0DA DB DC− + =

���� ���� ���� �

هو مركز الأبعاد  Dيمكننا أن نستنتج أنّ  
)المتناسبة للنقاط المثقّلة  , 3)A و( , 2)B )و − ,1)C) . ّ3لأن 2 1 0− + ≠.( 





AMلنمط تتُيح كل علاقة ارتباط خطّي من ا  kAB=
����� ����

هي مركز الأبعاد  M، أن نقول إنّ 
)المتناسبة  للنقطتين المثقلتين  ,1 )A k− و( , )B k . 





فمثلاً، إذا . تناسبةمجموع أشعّة لها المبدأ نفسه، فكّر بالاستفادة من مركز الأبعاد الم نظيملحساب  
3كان  2 4u MA MB MC= − −

� ���� ���� ����

3كان   3u MG MG= − =
����

مركز هي  G حيث �
)الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة  ,3)A و( , 2)B )و − , 4)C −. 





 نعلى استقامة واحدة، فكّر بإثبات الارتباط الخطّي للشعاعي Cو Bو Aثلاث نقاط  لإثبات وقوع 
AC
����

ABو 
����

 .المتناسبة للنقطتين الأخريينأو بإثبات أنّ إحدى هذه النقاط هي مركز الأبعاد  





يمكن إثبات تلاقي ثلاثة مستقيمات في نقطة واحدة، بإنشاء مركز الأبعاد المتناسبة لثلاث نقاط  
 .بثلاث طرائق مختلفة

  أخطاءٌ يجبُ تجنبها 





  .مجموع الثوابت معدوماً، لا يكون مركز الأبعاد المتناسبة موجوداً  إذا كان 
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�����  

   Euler لريأو مستقيم . الأشعّة منالاثبات بالاستفادة  
 

 ′Aمركز ثقله، و Gالمارّة برؤوسه، و C مركز الدائرة Oفيه  ABCفي هذا النشاط مثلّثاً نتأمّل 
Bو Cو ′ ]منتصفات الأضلاع  بالترتيبهي  ′ ]BC و[ ]CA و[ ]AB . يتضمّن هذا النشاط أربعة

  .أجزاء

  لنقطة تلاقي الارتفاعات الخاصّة الشعاعيّة المميزة ����

OH  الآتية  (1)إلى النقطة المعرّفة بالعلاقة  Hلنرمز بالرمز  OA OB OC= + +
���� ���� ���� ����

الهدف من .  
  .ABCهي نقطة تلاقي ارتفاعات المثلّث  Hهذا الجزء هو إثبات أنّ النقطة 

2AHأنّ  (1)أثبت انطلاقاً من  � OA′=
���� ����

.  
)أثبت أنّ  � )AH  عمودي على( )BC. 
)أثبت أنّ  � )BH  عمودي على( )AC .واستنتج المطلوب.  

  لريمستقيم أو  ����

3OH :الآتية (2)العلاقة صحة أثبت  � OG=
���� ����

.  
.a واستنتج أنّه في .  انطبقت الثـالثة عليهما Hو Gو Oأثبت أنّه إذا انطبقت نقطتان من بين النقاط  �

  .متساوي الأضلاع ABCهذه الحالة يكون المثلّث 
.b   .منطبقة Hو Gو Oأثبت أنّ . متساوي الأضلاع ABCوبالعكس، نفترض أنّ  �
.c   .إذا لم يكن المثلّث متساوي الأضلاع Hو Gو Oماذا يمكننا القول عن النقاط  �

  .لريو مستقيم أ Hو Gو Oأسمينا المستقيم المار بالنقاط . إذا لم يكن المثلّث متساوي الأضلاع

  النظائر بالنسبة إلى منتصفات الأضلاع 				

 ABCبالنسبة إلى منتصفات أضلاع المثلّث  Hالهدف من هذا الجزء أن نثبت أنّ نظائر النقطة 
  .Cتقع على الدائرة 

منتصف القطعة المستقيمة  Iولنعرّف . Cعلى الدائرة  Aالنقطة المُقابلة قطرياً للنقطة  1Aلتكن  �
1[ ]HA .  
.a 2لمساواتين علّل صحّة ا � 2OI AH OA′= =

��� ���� ����

.  
.b Iاستنتج أنّ  � A′=  ّ1وأنA  هي نظيرة النقطةH  بالنسبة إلىA′.  

�  راً ن عي يْ ت، نظيرَ مُبَرH من بالنسبة إلى كلB Cو ′   . ، وأنجز البرهان′

 1 نشاط

A

B C

K

A′

B ′C ′

O
H

1A
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  النظائر بالنسبة إلى الأضلاع 

تقع على الدائرة  ABCالمثلّث  بالنسبة إلى أضلاع Hالهدف من هذا الجزء أن نثبت أنّ نظائر 
C.  

)إلى النقطة الثانية التي يتقاطع فيها المستقيم  Kلهذا، نرمز بالرمز  � )AH  مع الدائرةC  . ّأثبت أن
K  هي نظيرةH  بالنسبة إلى المستقيم( )BC .  

)بالنسبة إلى كل من  Hعين بأسلوب مماثل، نظيرَيْ  � )AC و( )ABوأنجز البرهان ، .  
  

   إنشاء مركز الأبعاد المتناسبة لأربع نقاط 
الهدف من هذا النشاط هو إنشاء مركز الأبعاد المتناسبة لأربع نقاط مثقَّلة بطرائق مختلفة، وذلك 

مركز الأبعاد  G، ونرغب بإنشاء النقطة ABCDرباعيّاً  نتأمّل مضلّعاً  .الآتي مثالالبدراسة 
)المتناسبة للنقاط المثقّلة  ,2)A و( ,1)B و( , 3)C )و − ,1)D قةوالمعرّف بالعلا  

2 3 0GA GB GC GD+ − + =
���� ���� ���� ���� �  

  الطريقة الأولى  ����
2من المستوي، عن المقدار  Mعبّر، في حالة نقطة  � 3MA MB MC MD+ − +

���� ���� ���� ����

 .  
GBاستنتج عبارة  �

����

ABبدلالة  
����

ACو 
����

ADو 
����

 .  
  . Gنشئ إذن النقطة أ �
  الطريقة الثانية  ����

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Iليكن  ,2)A و( ,1)B وليكن ،J  مركز الأبعاد المتناسبة
)للنقطتين  , 3)C )و − ,1)D. ن النقطتينعيI وJ ّ3، واستنتج أن 2 0GI GJ− =

��� ��� ثمُّ أنشئ . �
  .Gالنقطة 

  الطريقة الثالثة  				
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Kليكن ,2)A و( ,1)B و( ,1)D وليكن ،L المتناسبة  مركز الأبعاد

)للنقطتين  ,1)B و( ,1)D. 
)المتناسبة للنقطتين  مركز الأبعاد Kعلّل لماذا تكون  � ,2)A و( ,2)L.  
)المتناسبة للنقطتين  هو مركز الأبعاد Gأثبت أنّ  � , 4)K و( , 3)C   .G ثمُّ أنشئ. −

  2 نشاط
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            ��	
�� 
	����  

  
)نتأمّل في مستوٍ مزوّد بمَعْلَم متجانس  ); ,O i j

�   المعيّنة بالعلاقات Cو Bو Aالنقاط  �

( ) ( )
( ) ( )

4 2

2 3 2 3 1

2 3 2 3 1

OA i j

OB i j

OC i j

= +

= − − + −

= − + − +

���� � �

���� � �

���� � �
    

ABمن الأشعّة كل  نظيماحسب  �
����

ACو 
����

BCو 
����

. 
  .ABCاستنتج طبيعة المثلّث  �
  

 A وB وC وD ،أربع نقاط في المستويI منتصف[ ]AD وJ منتصف[ ]BC.  
IJ أثبت أنّ  � IA AB BJ= + +

��� ��� ���� ����

. 
IJعبّر عن  �

���

2IJبطريقة أخرى واستنتج أنّ   AB DC= +
��� ���� ����

.  
  

 ABCD  متوازي أضلاع مركزهO .I منتصف [ ]AB وJ  1 تُحقّقنقطة

2
DJ AC=
���� ����

.  

1علّل صحة المساواة  �

2
OI BC= −
��� ����

. 

OJأثبت أنّ  � OC OD OC BO BC= + = + =
��� ���� ���� ���� ���� ����

. 
  .تقع على استقامة واحدة Jو Iو Oأثبت أنّ النقاط  �
  

Bو ′Aالنقاط  .ABCنتأمّل مثلّثاً   Cو ′ ]منتصفات الأضلاع هي  ′ ]BC و[ ]CA و[ ]AB 
 ′Aبالنسبة إلى النقاط  Mنظائر النقطة  Kو Jو Iنقطة ما، ولنعرّف  Mلتكن . بالترتيب

Bو Cو ′ ′.  
BIأثبت أنّ  � AJ=

��� ����

AKو  CI=
���� ���

. 
)أثبت أنّ المستقيمات  � )AI و( )BJ و( )CK  ،تتلاقى في نقطة واحدة

  .وعيّن موضع نقطة التلاقي هذه
 

4 

3 

2 

1 

A

B C

C ′

A′

B ′

M

I

JK
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) مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين Iليكن و . ABCليكن المثلّث    ,2)A و( ,1)B ،
)ثقّلتينمركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين الم Jوليكن  ,1)B و( , 2)C مركز الأبعاد  G، وليكن −

)المتناسبة للنقاط المثقّلة  ,2)A و( ,1)B و( , 2)C − .  
          على استقامة واحدة، وكذلك الأمر بالنسبة إلى النقاط  Gو Jو Aبت وقوع النقاط أث �

C وI وG. 
 .Gوأنشئ النقطة . هي نقطة نقاطع مستقيمين يُطلب تعيينهما Gاستنتج أنّ  �
)أثبت توازي المستقيمين  � )BG و( )AC.  

 

 مجموعة ∆نهدف في هذا التمرين إلى تعيين المجموعة . Gمثلّثاً مركز ثقله  ABCليكن   
MAفي المستوي التي يكون عندها الشعاعان  Mالنقاط  MB MC+ +

���� ���� ����

ABو 
����

مرتبطين  
  . خطّياً 

3MAأثبت أنّ  � MB MC MG+ + =
���� ���� ���� ����

. 
MGالشعاعان «يُكافئ قولنا » ∆ تنتمي إلى M«أثبت أنّ قولنا  �

����

ABو 
����

 . »مرتبطان خطيّاً  
  .وأنشئها ∆استنتج المجموعة  �

 

  :بالعلاقتين Gو Iنعرّف النقطتين . ABCليكن المثلّث   
1

3
AI AC=
��� ����

1و     

3
BG BI=
���� ���

  

)هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Iأثبت أنّ  � ,2)A و( ,1)C واختزل المجموع ،
2GA GC+
���� ����

. 
2أثبت  � 0GB GI+ =

���� ��� �

. 
2احسب المقدار � 6GA GB GB+ +

���� ���� ����

 Bو Aاد متناسبة للنقاط هو مركز أبع Gواستنتج أنّ  
  .بعد أن نسند إليها ثوابت يُطلب تعيينها Cو
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   لنتعلمّ البحث معاً 

 ���	���� �	���� ����� ،��� 	�! 
	"#   
] لتكن القطعة المستقيمة ]AB .وليكنI  منتصف[ ]AB . نتأمّلG  مركز الأبعاد المتناسبة

)للنقطتين المثقّلتين  , )A α و( , )B β ونتأمّل ،G   .Iبالنسبة إلى  Gنظيرة  ′
Gيجعلان  β′و α′ثابتين  جد )مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  ′ , )A α′ و( , )B β ′.  
  نحو الحلّ   ��

  .لننشئ الشكل الموافق. فهم السؤال  �
 A B
GG ′ I  

 .لمّا كانت المسألة تتعلّق بمركز الأبعاد المتناسبة، فلنكتب العلاقات الشعاعيّة التي تعبر عن ذلك
  :أثبت صحّة العلاقات الآتية

0GA GB+ =
���� ���� �

α β     0وIA IB+ =
��� ��� �

0IGو      IG ′+ =
��� ���� �

   
 الصيغةتتمثّل في إثبات مساواة من  β′و α′طريقة ممكنة لإيجاد الثابتين  .بحثاً عن طريق  �

0G A G B′ ′ ′ ′+ =
���� ���� �

α βلتعبير عن ، ولكن من السهل اGA
����

GBو 
����

Gبدلالة   A′
����

Gو  B′
����

ثمُ نستفيد  
0GAمن ذلك في العلاقة  GB+ =

���� ���� �

α β.  
GAعلّل صحّة المساواتين  .1 G B′= −

���� ����

GBو  G A′= −
���� ����

. 
 ماذا تستنتج؟. استفد مما سبق للوصول إلى العلاقة المطلوبة .2

  .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

                                                            $	%�&�  '() ���	���� �	���� ���� *	��� ��%� +,-. /� $	%� 0#1 23 	4�	��3 56 7&� 8��,9&�

�:ّ%9��.  
مركز  G تجعلالتي  γو βو αالأعداد  جد ر ثمُّ الشكل المجاو  تأمّل

)الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة  , )A α و( , )B β و( , )C γ.  
  نحو الحلّ   ��

)يذكّرنا الشكل بما نفعله عادة لإنشاء مركز الأبعاد المتناسبة لثلاث نقاط .فهم السؤال  � , )A α و( , )B β 
)و , )C γ. بالاستفادة من الخاصّة التجميعيّة، نستبدل بالنقطتين ( , )B β و( , )C γ  مركز أبعادهما

)، على المستقيم Gعندئذ تكون . Iالمتناسبة  )AI هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين ،
( ),I +β γ و( , )A α.  ّأثبت أنI  هو مركز الأبعاد المتناسبة  للنقطتين( , 3)B و( ,1)C.  
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مركز الأبعاد  Gكي تكون  α يّننعبقي أن . γ=1و  β=3أن نختار  إذن يمكن .بحثاً عن طريق  �
)المتناسبة للنقطتين  , 4)I و( , )A α . 4أي كي يكون 0GI GA+ =

��� ���� �

α.  
GIاستناداً إلى الشكل ما العلاقة التي تربط الشعاعين  .1

���

GAو 
����

. 
 .αاستنتج قيمة  .2

  .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

 ��%� =>,� ?�?@  
ABC النقطتان . مثلّثP وQ  3معيّنتان بالعلاقتينCP CA=

���� ���

3AQو  AB=
���� ����

والمستقيمان . 
( )BP  وI  يتقاطعان فيI.  ّموضع  نعيR  نقطة تقاطع( )AI و( )BC مركز  باستعمال

  .الأبعاد المتناسبة
  نحو الحلّ   ��

للإجابة عن السؤال المطروح، سنعبّر عن العلاقات الشعاعيّة الواردة في نص المسألة  .فهم السؤال  �
  .مفهوم مركز الأبعاد المتناسبة باستعمال

 .ص المسألة بدقّةارسم الشكل الموافق لن .1
) المثقّلتين هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين Pأثبت أنّ  .2 ,1)A و( ,2)C  ّوأنQ  هو مركز

) المثقّلتينالأبعاد المتناسبة للنقطتين  ,2)A و( ,1)B. 
)  على Rنهدف إلى تحديد موضع  )BC  . الإجابة سهلة في حالة كونI  مركز الأبعاد المتناسبة

)للنقاط  , )A α و( , )B β و( , )C γ  . لأنّه عندئذ تكونR  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( , )B β 
)و , )C γ؟، لماذا 

)ناسبة للنقاط هي مركز الأبعاد المت Iلنفترض إذن أنّ   . بحثاً عن طريق   � , )A α و( , )B β و( , )C γ ،
  . ولنستفد من المعلومات المتوفرة لدينا

)هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  Qبين أنّ  .1 , )A α و( , )B β . ّاستنتج أن
2=α β. 

)هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  Pبين أنّ  .2 , )A α و( , )C γ . ّاستنتج أن
2=γ α. 

مركز الأبعاد  I، وتوثّق أنّه عندئذ تكون γ=4و β=1و α=2يمكننا أن نختار  بين أنّه .3
)المتناسبة للنقاط  ,2)A و( ,1)B و( , 4)C. 

)على  Rحدّد موقع  .4 )BC  بإيجاد عدد حقيقيk  يحققBR kBC=
���� ����

. 
  .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

10 
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 ��"#�� 
	A�%�
�  

ABC النقاط  . مثلّث  I وJ وK  3معيّنة بالعلاقات

2
AI AB=
��� ����

 

2و

5
BJ BC=
���� ����

CKو  AC=
���� ����

 .  

) تلاقي المستقيمات أثبت )AJ و( )BK و( )CI  ،في نقطة واحدة
  .مركز الأبعاد المتناسبة باستعمال

  نحو الحلّ   ��

. مستقيمات ةالمتكرّر للخاصّة التجميعيّة يفيد في إثبات تلاقي ثلاث الاستعمالنعلم أنّ   . فهم السؤال   �
)كي تمرّ المستقيمات  γو βو αت لنعين ثلاثة ثواب )AJ و( )BK و( )CI   بالنقطةG  مركز

)اط الأبعاد المتناسبة للنق , )A α و( , )B β و( , )C γ .حقيق ذلك يكفي أن يتحقّق ما يأتيلت:  
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Iالنقطة  � , )A α و( , )B β. 
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Jقطة الن � , )B β و( , )C γ. 
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Kالنقطة  � , )A α و( , )C γ. 

 ؟ علل . بحثاً عن طريق  �
1. I  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( , 1)A )و − , 3)B. 
2. J  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,3)B و( ,2)C. 
3. K  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( , 1)A )و − ,2)C. 

)إلى مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Gلنرمز بالرمز , 1)A )و − , 3)B و( ,2)C أثبت، بالاستفادة ،
)تنتمي إلى المستقيمات الثلاثة  Gمن الخاصّة التجميعيّة، أنّ النقطة  )AJ  و( )BK و( )CI  . 

  .بلغةٍ سليمةأنجزِ البرهانَ واكتبهُ 

  

 $	%� � ,AB C  DE�&�  
ABC  مثلّث متساوي الساقين وقائم فيA . مجموعةُ النقاط  ∆ جدM  في المستوي التي تحقّق
3MA    الآتية (1)العلاقة  MB MC MA MB MC+ + = − −

���� ���� ���� ���� ���� ����

  
  نحو الحلّ   ��

MAمجموع أشعّة من الشكل  نظيم  (1)تضم العلاقة   . فهم السؤال   � MB MC+ +
���� ���� ����

α β γ  . وليس لدينا
لممكن اختزال هذه المجاميع بالاستفادة ولكن من ا.  مثل هذا المجموع نظيمأيّة نتيجة تفيد في حساب 

  .وسيفيدنا هذا الاختزال في حلّ المسألة. من مفهوم مركز الأبعاد المتناسبة
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  .بحثاً عن طريق  �
MAاختزل المجموع  .1 MB MC+ +

���� ���� ����

 .ABCمركز ثقل المثلّث  G باستعمال 
MAل المجموع اختز  .2 MB MC− −

���� ���� ����

)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  H باستعمال  ,1)A 
)و , 1)B )و − , 1)C −. 

MG«يُكافئ » ∆ينتمي إلى  M«أثبت أنّ  .3 MH=« طبيعة المجموعة ، واستنتج∆. 
 .Hو Gبعد أن تنشئ النقطتين  ∆مثّل المجموعة  .4

  .يمةأنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سل

 *?F�� ��	%��� G:  $	%�  
ABC ليكن. مثلّثO  منتصف الضلع[ ]BC وليكن ،J  منتصف الضلع[ ]AC ولتكن ،I 

3AIالنقطة المعيّنة بالعلاقة  AB=
��� ����

3النقطة المعيّنة بالعلاقة  K، وأخيراً لتكن  2KI KJ= −
��� ����

. 
  .مركز الأبعاد المتناسبة باستعمالعلى استقامة واحدة  Kو Oو Aوقوع  أثبت

  نحو الحلّ   ��

يمكننا البدء .  لمّا كانت الاستفادة من مفهوم مركز الأبعاد المتناسبة في الحل مطلوبة  . فهم السؤال   �
 Oو Aنريد إثبات وقوع   . هذا المفهوم باستعمالبالتعبير عن العلاقات الشعاعيّة في نص المسألة 

)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Oنلاحظ أنّ .  على استقامة واحدة Kو ,1)B و( ,1)C فإذا ،
)هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Kتمكنّا من إثبات أنّ  , )A α و( , )B β و( , )C β ، أمكننا إثبات

  . المطلوب اعتماداً على الخاصّة التجميعيّة
  :يأتيعلل كلاً مما   .بحثاً عن طريق  �

1. K  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,3)I و( ,2)J. 
2. I  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( ,2)A و( ,1)B. 
3. J و مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين ه( ,1)A و( ,1)C. 
4. K  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة( ,2)A و( ,1)B و( ,1)A و( ,1)C. 
 .على استقامة واحدة Kو Oو Aوقوع  .5

  .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

اك فليس هن. ليس هناك ما يمنع، عند تعريف مركز الأبعاد المتناسبة لنقاط، من وجود نقاط مكرّرة
)ما يمنع من الحديث عن مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  , )A α و( , )A ′α و( , )B β و( , )C γ  الذي

)يتّفق مع مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  , )A ′+α α و( , )B β و( , )C γ . وهذا ما يتيح
 .استخدامات مفيدة للخاصّة التجميعيّة كما في التمرين السابق

13 
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  قُدُماً إلى الأمام                                       
]منتصف  I، وليكنABC ليكن المثلّث  ]ACو ،J  نظيرةB  بالنسبة إلىC  ًوأخيراK 

AKالنقطة المعرّفة بالعلاقة  AB=
���� ����

α .عيين قيمة نهدف في هذا التمرين إلى تα  علماً أنّ النقاط
I وJ وK تقع على استقامة واحدة.  
  بالحساب الشعاعي :طريقة أولى   

IJاكتب  �
���

IKو 
���

ABبدلالة  
����

ACو 
����

. 
 .αاستنتج قيمة  �

)مَعْلَم، نختار المَعْلَم  باستعمال :طريقة ثانية    ; , )A AB AC
���� ����

.  
 .في المَعْلَم السابق Kو Jو Iاحسب إحداثيات النقاط  �
 .αشرط الارتباط الخطّي لشعاعين لتحسب قيمة  عملاست �

  .ABC ليكن المثلّث 

1بالعلاقة  Mنعرّف النقطة  � 2

3 3
AM AB AC= +
����� ���� ����

. 

)تنتمي  إلى المستقيم  Mأثبت أنّ  � )BC. 
مركز الأبعاد المتناسبة  M، يطلب تعيينهما، يجعلان γو β استنتج وجود عددين �

)للنقطتين  , )B β و( , )C γ. 

5بالعلاقة  N نعرّف النقطة �

4
BN BC= −
���� ����

 Nالتي تجعل النقطة  γو β الأعداد عيّن. 

)لنقطتين مركز الأبعاد المتناسبة ل , )B β و( , )C γ  1وتحقّق+ =β γ. 

في حالة كل - عيّن، و المجاورينتأمل الشكلين  
 Gتجعل النقطة  γو βو αثلاثة أعداد  - منهما

) المثقّلة مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط , )A α 
)و , )B β و( , )C γ.  
منتصفات القطع المستقيمة  Nو Mو Lو Kو Jو Iوالنقاط  ABCDنتأمّل الرباعي  

[ ]AB و[ ]BC و[ ]CD و[ ]DA و[ ]AC و[ ]BD نهدف في هذا التمرين إلى إثبات أنّ . رتيبالتب
] المستقيمة للقطع ]IK و[ ]JL و[ ]MN المنتصف نفسه.  
]منتصف  Oلتكن النقطة  � ]IK . ّأثبت أنO  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقاطA وB 

 . نفسه 1وقد أسندنا إليها الثابت  Dو Cو
]هي منتصف  Oأثبت أنّ  � ]JL  ومنتصف[ ]MN  ًأيضا. 
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Aو ABCنتأمّل مثلّثين   B C′ ′ Gو ABCمركز ثقل  Gليكن . ′ Aمركز ثقل  ′ B C′ ′ ′.  
3AAأثبت أنّ  � BB CC GG′ ′ ′ ′+ + =

���� ���� ���� �����

. 
 .استنتج شرطاً لازماً وكافياً كي يكون للمثلّثين مركز الثقل نفسه �
Bو ′Aولتكن . 0 عدد حقيقي لا يساوي kو ABC ليكن المثلّث:  تطبيق � Cو ′ النقاط  ′

BA المعرّفة بالعلاقات kBC′ =
���� ����

CBو   kCA′ =
���� ���

ACو   kAB′ =
����� ����

. 
Aو ABCأثبت أنّ للمثلّثين  � B C′ ′  .مركز الثقل نفسه ′

1ارسم الشكل الموافق في حالة  �

2
k =.  

AMالمعرّفتين بالعلاقتين  Nو M طتينوالنق ABCنتأمّل مثلّثاً   kAB=
����� ����

BNو  kBC=
���� ����

 
]منتصف  Iليكن . 1و 0عددٌ حقيقي مختلف عن  k حيث ]AB وJ  منتصف[ ]BC وG 

]منتصف  ]MN . نهدف إلى إثبات وقوع النقاطG وI وJ على استقامة واحدة.  
 . Bو Aمركز أبعاد متناسبة للنقطتين  Mاكتب النقطة  �
 . Cو Aمركز أبعاد متناسبة للنقطتين  Nاكتب النقطة  �
)هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقط G أثبت أنّ  � ,1 )A k− و( , )B k و( ,1 )B k− و( , )C k. 
) هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط Gاستنتج أنّ  � ,1 )I k− و( , )J k .واستنتج المطلوب. 

4، فيهAمثلّثاً متساوي الساقين وقائماً في   ABCليكن    cmAB نهدف في هذا التمرين .  =
2 في المستوي التي تحقّق Mمجموعة النقاط  Cإلى تعيين  4MA MB MC− + + =

���� ���� ����

  
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  G النقطة استفد من � , 1)A )و − ,1)B و( ,2)C  لتختزل

2MAالمجموع  MB MC− + +
���� ���� ����

 . 
2MG«يُكافئ  »  Cتنتمي إلى  M«أثبت أنّ  �  .Cاستنتج طبيعة المجموعة ، ثمُّ »=
 .Cثمُّ المجموعة  Gأنشئ النقطة  �

]تصف من Iليكن .  Aمثلّثاً قائم الزاوية في   ABCليكن    ]BC ولتكن ،C  الدائرة التي مركزها
A  وتمر بالنقطةI . وأخيراً لتكنG  النقطة منC  التي تقابلI  ًقطريّا .  
)هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Gأثبت أنّ  � , 4)A و( , 1)B )و − , 1)C − . 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط  Aالنقطة  يجعلان γو β قيينعددين حقي عيّن � ,2)G 

)و , )B β و( , )C γ. 
2 التي تحقق Mموعة نقاط المستوي مج عيّن � 2MG MB MC BC+ + =

���� ���� ���� ����

.  

21 

20 

19 

18 
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  الزوا� الموّ�ة والإحداثيّات القطبيّة

   

  
  ������� 	
���
�  

  ������� 	
���
� ����  

 
����ّ���� ���
�  

 ������
� �	��������  
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إذا سالٔتَ أصدقائك عن القرى أو المدن التي جاؤوا منها فكثيراً ما تحصل على 
  :إجا9ت نموذجية مثل 

    .ثين كيلومتراً شمال شرق مدينة حلبإنهّا تقع على مسافة ثلا -
    .مسافة خمسة عشر كيلومتراً جنو9ً  صا تبعد عن حمإنهّ  -
- ....    

  ولكن من النادر جداً أن تتلقى جوا9ً من النمط
33 ا تقع على خط العرضإنهّ  - 30 47′ 36شمالاً وخط الطول  �′′ 17 42′   !شرقاً  �′′

 ، ثمُّ نعينُّ )القطب( ايعرفه مرجعيةً  نقطةً  عادةً  نختارُ  أحد إلى مكانٍ فإذا أرد^ إرشاد 
i، انطلاقاً من هذه النقطة، mتجاه اoمع  )الزاوية(عليه أن ياخٔذه عن طريق تحديد  ي
دُ iلشمال أو الشرق، وأخيراً ا   . التي عليه أن يقطعها في ذo xتجاه )المسافة( نحدِّ

، التي تفيد في تحديد الإحداثيات القطبيةهذا مثال عن 
 Oمرجعية قاً من نقطة انطلافي المسـتوي  Mموقع أية نقطة 

]يصنعها نصف المسـتقيم  θ نسميها القطب، وزاوية )OM  مع
  .OMنصف مسـتقيم �بت يسمى المحور القطبي، والمسافة 

اسـتعمال الإحداثيات أمّا اسـتعمال خطوط العرض وخطوط الطول فهو بمثابة 
    ألا ترون أنّ الإحداثيات القطبية أقرب إلى الحدس من الإحداثيات ا�يكارتية؟. ا�يكارتية

 Mاmي ترسمه النقطة المسمى حلزون أرخميدس نجد الخطّ  � في الشكل
نجد  � ، وفي الشكلθع قياس الزاوية عندما يكون بعُدها عن المبدأ متناسـباً م

2sinبعُدها عن المبدأ متناسـباً مع   عندما يكون Mالخطّ اmي ترسمه النقطة  (3 )θ.  

  

�

O

M

�

O

M

O

M

θ
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������ �	�
���  


������� ����������  

  نطلاقة نشطةا 
�فإذا تأمّلنا زاويتين هندسيّتين . لا توجد علاقة من نمط علاقة شال تربط الزوايا الهندسيّة

AOB و�
BOC 

�فمن الخطأ بوجه عام أن نكتبَ  � �
AOB BOC AOC+ أمّل الحالات المختلفة يكفي لنرى ذلك أن نت. =

�فالمساواة . الآتية � �
AOB BOC AOC+   .�و  �ليست صحيحة إلاّ في حالة الشكلين  =

  
]نصف المستقيم  ارومع ذلك نلاحظ أنّه إذا د )OA  لينطبق على نصف المستقيم[ )OBنصف  ار، ثمُّ د

]المستقيم  )OB  لينطبق على نصف المستقيم[ )OC نصف  دوران، فإنّ ذلك يؤول في جميع الحالات إلى
]المستقيم  )OA تقيم لينطبق على نصف المس[ )OC  وذلك مهما كانت جهة الدوران أو عدد الدورات التي

  . نجريها

)وهكذا، فإننا سنقرن بالأزواج  , )OAOB
���� ����

)و  , )OB OC
���� ����

)و  , )OAOC
���� ����

على التوالي،  γو βو αقياسات  
+تُحقّق  =α β γ .وهذا ما سنكتبه  

( , ) ( , ) ( , )OAOB OB OC OAOC+ =
���� ���� ���� ���� ���� ����

  
 .وهذه العلاقة ستكون صحيحة في جميع الحالات

 �����  

لاتجاه المبيّن في الشكل موجّهة با 1الدائرة المثلّثية هي دائرة نصف قطرها  �
 .2π، ومحيطها يساوي )الاتجاه الموجب، أو المباشر(المجاور 

�، محصور بزاوية مركزيّة Rطول قوسٍ من دائرة نصف قطرها  �
AOM  قياسها

α اويراديان، يسR=ℓ α . وعليه، في حالة الدائرة المثلّثيّة، إذا كان

�قياس
AOM  ًمساوياα  ًكان طول القوس الموافق مساويا=ℓ α . 

A

B

C
O

A

B

CO

A

B

C

O

A

B

C

O

� � � �

A

M

O α ℓ

+

1
C
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  الزوايا الموجهة  

.1.1  ������ �����  
نصطلح أن نسمّي أحدهما، وهو المبيّن . لحركة نقطة على دائرةهناك اتجاهان 

بالسهم الأحمر، اتجاهاً مباشراً، أو موجباً وهو نفسه لجميع الدوائر في المستوي، 
  .غير المباشر أو الرجعي ونسمّي الآخر الاتجاه السالب أو

  .لفصلوهذا ما سنفترضه في بقيّة هذا ا. في هذه الحالة نقول إنّ المستوي موجّه

.2.1 �� ��!
 
������ �	�
���  

  القياسات الموجبة 1.

عندما ندور . نقطتين منها Bو A، ولتكنOدائرة مثلّثيّة مركزها  Cلتكن   ����
OAالشعاع 

����
OBبالاتجاه المباشر لينطبق على  

����
على قوس طوله  Aتتحوّل النقطة  

ℓ  من الدائرةC .نصطلح أن نقولℓ  هو قياس الزاوية الموجّهة( , )OAOB
���� ����

، ونكتب 
( , )OAOB =
���� ����

ℓ . نبدأ بالشعاعOA
����

وبالطبع، . Bباتجاه النقطة  Aدلالة على أننا ننطلق من النقطة  
ℓ>في حالة  π  يكونℓ  قياساً للزاوية�

AOB  ًأيضا. 

  

  :  تحقّق الشروط المعطاة في الحالتين الآتيتين Nو Mو Lو Kأربع نقاط  Cعين على  

����   ( , )
4

OK OL =
���� ��� π   و( , )

2
OK OM =
���� ���� π    2و

( , )
3

OM ON =
���� ���� π.  

���� 7( , )
6

OK OL =
���� ��� π   3و

( , )
2

OK OM =
���� ���� π    5و

( , )
3

OM ON =
���� ���� π.  

OAالشعاع  يدور أنبعد   ����
����

OBبالاتجاه المباشر لينطبق على الشعاع  
����

تابع يأن  هللمرّة الأولى، يمكن 
ℓ+2قوساً طولها  Aفتقطع النقطة .  بالاتجاه الموجب دورة إضافيّة الدوران π  .2دئذ نقول عن+ℓ π 

) الموجّهةقياسٌ للزاوية  , )OAOB
���� ����

)، ونكتب  , ) 2OAOB = +
���� ����

ℓ π.  

. إضافيّة دورةً  k  دورأن تتابع الدوران بالاتجاه المباشر فت Aيمكن للنقطة  Bوهكذا بعد الوصول إلى 
+2kمساوياً  Aقطعته  الذيفيكون طول القوس  ×ℓ π وهذا العدد هو أيضاً قياسٌ للزاوية الموجّهة 

( , )OAOB
���� ����

.  
  

 مثال

A

B

O

ℓ

+C

−

+
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  :  تحقّق الشروط الآتية Nو Mو Lو Kأربع نقاط  C عين على 

( , ) 2
3

OK OL = +
���� ��� π

π  5و
( , ) 4

6
OK OM = +
���� ���� π

π  27و
( , )

4
OM ON =
���� ���� π.  

  لقياسات السالبةا 2.

OA الشعاع أن يدوريمكن أيضاً 
����

 Aبالاتّجاه غير المباشر، عندئذ تصل النقطة  
2بعد أن تقطع قوساً طوله  Bإلى  − ℓπ .ن لتمييز الاتجاه غير المباشر للدورا

)نصطلح احتسابه سالباً، فنقول إنّ قياساً للزاوية الموجّهة  , )OAOB
���� ����

هو  
(2 )− − ℓπ 2، أي−ℓ π. ويمكننا أيضاً إجراءk دورة إضافيّة بالاتجاه غير  ′

)2المباشر فنجد  1)k ′− +ℓ π  ٌالموجّهة  زاويةلل هو أيضاً قياس( , )OAOB
���� ����

.  

  :  ق الشروط الآتيةتحقّ  Nو Mو Lو Kأربع نقاط  Cعين على  
5

( , ) 2
3

OK OL = −
���� ��� π

π  7و
( , ) 4

6
OK OM = −
���� ���� π

π  23و
( , )

4
OM ON = −
���� ���� π.  

  مجموعات القياسات 3.

) لقد رأينا أنّ القياسات الموجبة للزاوية الموجّهة , )OAOB
���� ����

2k+ℓهي   π والقياسات السالبة هي 
2( 1)k ′− +ℓ π . فإذا رمزنا بالرمزk  أيضاً إلى المقدار( 1)k ′− )2أخذ المقدار  + 1)k ′− +ℓ π 

2k+ℓ الصيغة π 0 حيثk < .  
)موجّهة إذن، كل قياس للزاوية ال , )OAOB

���� ����
2k+ℓ الصيغةهو من   π  حيثk عدد صحيح من ℤ .  

3شرط ال Cعلى  Pحقق النقطة تُ  
( , )

4
OAOP =
���� ���� π  ن فيماالقياسات الموافقة لهذه  يأتيعي

5: زاويةال

4
−
π ،11

4

π  ،11

4
−
π ،13

4

π ،27

4

π ،2015

4

π.  

  

 
    فَكرْ 

)قياسين للزاوية  yو xإذا كان  , )OAOB
���� ����

x، كان  y−  2مضاعفاً للعددπ  . وعليه تكفي معرفة
)قياسٍ واحدٍ للزاوية  , )OAOB

���� ����
  .كي نعرف جميع القياسات الأخرى لهذه الزاوية 

  

 مثال

 مثال

 مثال

A

B

2π−ℓ −C

O
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    نتيجة 
 :يأتيما  Cعلى الدائرة المثلّثية  Mيكفي لتعيين نقطة   �

  .تسمّى المبدأ Cعلى  Aتحديد نقطة  �  
)معرفة قياسٍ للزاوية الموجّهة  �   , )OAOM

���� ����
. 

)تُحقّق  Cعلى M، فتوجد نقطة وحيدة x أيّاً كان العدد الحقيقي  � , )OAOM x=
���� ����

، في الحقيقة، 
 :، ناقشنا حالتينxإذا أُعطينا العدد 

0في حالة  � x≤ نقطع على ،C بدءاً من النقطة ،A ّاطوله ة، قوساً هندسي x  بالاتجاه
 . المباشر أو الموجب

0وفي حالة  � x> نقطع على ،C بدءاً من النقطة ،A ّاطوله ة، قوساً هندسي x الاتجاه غيرب 
 . المباشر أو السالب

)حقق التي تُ  Mوالنقطة التي نصل إليها عندئذ هي النقطة  , )OAOM x=
���� ����

.  

.3.1  "#
�$# %& "'�$(� 
������ 
	
����  
  تعريف قياسات الزاوية  1.

uليكن  OM=
vو ����� ON=

شعاعين غير معدومين، مُمثلَيْن انطلاقاً من مبدأ  �����
]يقطع نصفا المستقيمين . Oمشترك  )OM و[ )ON  الدائرةَ المثلّثيّةC  التي
)لنقرن بالزوج . بالترتيب Bو Aبالنقطتين  Oمركزها  , )OAOB

���� ����
مجموعة  

2k+ℓالأعداد  π حيث k 0، وعددٌ صحيح≥ℓ  هو طول القوس�
AB  من

  .Bإلى  Aمُقاساً بالاتجاه المباشر من  Cالدائرة 
)إنّ أيّ واحدٍ من الأعداد  ،تعريفاً  ) 2k k∈ +ℤ ℓ π قياسٌ بالراديان للزاوية الموجّهة  هو( )u,v

�� 
uللشعاعين 
vو �

�.  
)لقد جرت العادة أن نرمز بالرمز  � ),u v

)إلى زاوية شعاعين بدلاً من �� )�,u v
 كما جرت العادة ألاّ  ،��

)فنكتب  .نميز بين زاوية وأحد قياساتها ),
3

u v =
�� π أو ( ), mod2

3
u v  =  
�� π

π. 

 قياساً لزاوية شعاعين كُتِبَ كل قياس آخر للزاوية نفسها بالشكل xإذا كان  �
2 ( )y x k k= + ∈ ℤπ    

12x، بحيث 2kو 1kنعلم أنه يوجد عددان صحيحان في الحقيقة k= +ℓ π 22وy k= +ℓ π  إذن
( )2 12y x k k− = − π  2ومنهy x k= + π 2عرّفنا  وقد 1k k k= −.  

  

AB

ℓ

+

O

MN

C
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  القياس الأساسي 2.
2k+ℓيوجد، بين جميع القياسات  π لزاوية شعاعين( ),u v

، قياسٌ وقياسٌ واحدٌ ��
[فقط ينتمي إلى المجال  , ]I = − π π . القياس الأساسي نسمي هذا القياس

) للزاوية ),u v
��.  

) القيمة المطلقة للقياس الأساسي للزاوية ),u v
قياس الزاوية الهندسيّة تساوي  ��

u المكوّنة بالشعاعين 
vو �

  .مُقاسة بالراديان �
في  ℓفي الحقيقة، إذا تأمّلنا الشكل المجاور وجدنا أنّ القياس الأساسي يساوي 

0حالة  ≤ ≤ℓ π 2، ويساوي−ℓ π  2في حالة< <ℓπ π  لأنّه في هذه
2الحالة يكون  0− < − <ℓπ π.  

0ونلاحظ من جهة أخرى، أنّه في حالة  ≤ ≤ℓ π يكون قياس الزاوية الهندسيّة ،�
AOB وياً مساℓ  وهو

)الأساسي للزاوية  القياس ),u v
>2أمّا في حالة . �� <ℓπ π فيكون قياس الزاوية الهندسيّة ،�

AOB 
2مساوياً  − ℓπ . 2ولكن 2− = −ℓ ℓπ π 2و−ℓ π  هو القياس الأساسي للزاوية( ),u v

��.  

  الدوران والزوايا الموجّهة 3.

  1 تعريف 
مُقاسة ( αوزاويته  Oنعرّف الدوران الذي مركزه . αفي المستوي وعدداً حقيقيّاً  Oنُعطى نقطة  

OR,، بأنّه التحويل )بالراديان α  في المستوي الموجّه الذي يُبقي النقطةO  نقطة ثابتة، ويقرن بكل
M،  غيرO ، النقطةM   التي تُحقّق ′

OM OM )  و         =′ , )OM OM ′ =
���� �����

α.  

 تكريساً للفهم 

)كيف نجد قياس   )
� �
u,v انطلاقاً من الزاوية الهندسيّة ؟  

ABيؤلّف الشعاعان   ����
����

ACو 
����

�زاوية هندسيّة  
BAC ّونعلم أن ،

�
BAC = α.  لتعيين( , )AB AC

���� ����
)أنّ  أولاً  نلاحظ  , )AB AC

���� ����
أو  αيساوي  

−α . ولكن في الحالة المبيّنة في الشكل، كي ينطبق نصف المستقيم[ )AB 
]على نصف المستقيم  )AC  ٍزاويته  بعد دورانα  يجب الدوران بالاتجاه

)إذن . المباشر أو الموجب , )AB AC =
���� ����

α د بأسلوب مماثل أنّ ونج( , )AC AB = −
���� ����

α. 
  

A

B
ℓ

+

O
v
�

u
�

0 ≤ ≤ πℓ

A

B

ℓ

2π−ℓ

+

O

u
�

v
�

2π ≤ ≤ πℓ

A B

C

+
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ABفي الحالة التي لا يكون فيها للشعاعين المبدأ نفسه، مثلاً   ����
����

CDو 
����

نُرجع . 
AEهذه الحالة إلى الحالة السابقة بأن نرسم مثلاً شعاعاً 

����
حى وجهة له من 

CDالشعاع 
����

)، وعندها يكون لدينا  , ) ( , )AB CD AB AE=
���� ���� ���� ����

. 

  .ABCلنتأمّل مثلّثاً متساوي الأضلاع  

) عندئذ، استناداً إلى الفقرة الأولى يكون لدينا � , )
3

AB AC = +
���� ���� π   و( , )

3
AC AB = −
���� ���� π. 

)لحساب  � , )BC AB
���� ����

BEنرسم الشعاع   AB=
���� ����

 ، عندئذ يكون لدينا

( , ) ( , )BC AB BC BE=
���� ���� ���� ����

�، ولكن من الواضح أنّ  2

3
EBC =

π إذن ،

تج أنّ استناداً إلى التوجيه واعتماداً على الفقرة الأولى نستن
2

( , )
3

BC BE = −
���� ���� π. 

)لحساب  � , )AB CB
���� ����

ADنرسم الشعاع   CB=
���� ����

 ، عندئذ يكون لدينا

( , ) ( , )
3

AB CB AB AD= = −
���� ���� ���� ���� π.  

  نعين القياس الأساسي لزاوية موجّهة ؟كيف  
uاعين تُحقق الزاوية الموجّهة لشع

vو �
)المساواة  � ), 2016 radu v =

  .قياسها الأساسي عيّن، ��
  

2016يُحقق  kهي القياس الأساسي فهذا يعني وجود عدد صحيح  θإذا كانت  2k= +θ π 
2016انطلاقاً من المتراجحة   kيكفي إذن أن نحسب  2k− < + ≤π π π.  

  

  
2016متراجحة نلاحظ أنّها تُكافئ هذه اللحلّ  2 2016k− − < ≤ −π π π   ّومن ثَم  

2016 2016

2 2
k

− − −
< ≤

π π

π π
  

   ولكن

320.
20

35
16

...
2

6365
−

= −
π

π
321.356365و     

2016
...

2

− −
= −

π

π
  

321kإذن  = 2016، وعليه − 321 2= − ×θ π 0 أو. rad9≈ −θ.  

 مثال

 مثال

    الحل

A

B C

+
D

E

A

B

C

+

D

E
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   تَدربْ  

)نتأمّل في المستوي معلماً متجانساً  ; , )O i j
� )ولنفترض أنّ   � , )

2
i j

π
= +

� الدائرة المثلّثيّة التي  Cلتكن .  �

OAمعرّفتان بالعلاقتين الالنقطتان   Bو A، وOمركزها  i=
���� OBو � j=

����  Cمن  Mتتعيّن نقطة .  �
)بقياسٍ للزاوية  , )OAOM

���� ����
.  

المعينة بالزوايا  Rو Qو Pو Nو Mالنقاط  Cعين على   �
3

π 5و
6

−
π 11و

4

π 7و
2

π 17و

3

π 

  .الترتيبب

0,2]استفد من معلومات الشكل المجاور لتعطي قياسات من المجال    � ]π  نتعي
  .Pو Nو Mالنقاط 

]شكل المجاور لتعطي قياسات من المجال استفد من معلومات ال   	 , ]−π π  نتعي
  .Pو Nو Mالنقاط 


ن عليه Cارسم الدائرة المثلّثيّة     ا القوس الذي تقطعه النقطة ولوM  عندما يتحولx،  قياسُ الزاوية
( , )i OM
  :في كل من المجالات الآتية، �����

7 5 4 13 5
, , ,
6 6 3 6 4 4

     
     − −
          

π π π π π π
� � �  

  :αالقياس الأساسي للزاوية الموجهّة ة، الآتي، في كل من الحالات عيّن   �
35 4 7

6 3 2
202 21

18
3 4

π π π
α α α

π π
α α α

= = − =

= − = − = −

� � �

� 
 �

  

N

+

M

O

PN

+

M

O

P
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  هةخواص الزوايا الموج  

.1.2  )ّ�+� ,���-.�
 �	�
���  
uليكن 
vو �

)تفيدنا الزاوية الموجّهة .  شعاعين غير معدومين � , )u v
في ترجمة الارتباط الخطّي لهذين  ��

  إذ استناداً إلى التعريف لدينا. الشعاعين
( , ) 0u u =
� )و   � , ) ( , )u u u u π− = − =

� � � �  
  .الآتيةومنه المبرهنة البسيطة 

    1 مُبرهَنة 
u  إنّ الشعاعين غير المعدومين  القول �

vو �
مرتبطان خطّياً ولهما الجهة   �

)نفسها يُكافئ قولنا إنّ  , ) 0u v =
��. 

uقول إنّ الشعاعين غير المعدومين الو  �
vو �

ن امرتبطان خطّياً ومتعاكس �
)بالجهة يُكافئ قولنا إنّ  , )u v π=

��. 

.2.2  /�0 
!1'  
  . ة التي تسمّى علاقة شالالآتي المبرهنةنقبل دون برهان صحّة 

    2 مُبرهَنة 
uأيّاً كانت الأشعّة غير المعدومة 
vو �

wو �
  كان �

( , ) ( , ) ( , )u v v w u w+ =
� � � �� �  

)عملاً بعلاقة شال، يكون ناتج جمع أي قياس للزاوية  ���� , )u v
مع أي قياس  ��

)للزاوية  , )v w
� )قياساً للزاوية  � , )u w

)، وبالعكس كل قياس للزاوية �� , )u w
هو ناتج  ��

)جمع قياس للزاوية  , )u v
)وقياس للزاوية  �� , )v w

� �.  
  

  في الشكل المجاور  
( , ) ( , ) ( , )BACD BA BC BC CD= +
���� ���� ���� ���� ���� ����

  
  إذن

3 5
( , )

4 3 12
BACD = − + = −
���� ���� π π π  

  

 مثال

u
�

v
�

  الجهة نفسها

u
�

v
�

  جهتان متعاكستان
π

/3π

A B

C

D

i

i

ii

+

3 /4− π

u
�

v
�

w
��
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    نتائج 
uأيّاً كان الشعاعان غير المعدومين 
vو �

  :ة الآتيتحققت الخواص  �
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

u v u v v u u v

u v u v u v u v

π

π

− = + = −

− − = − = +

� � � �� � � �

� � � �� � � �
� �


 	
  

  .ة الخواص السابقة وتفيد في استرجاعها وتذكّرهاالآتيتوضّح الأشكال 

  

  الإثبات
)نعلم أنّ  � , ) 0u u =

� 0، إذن استناداً إلى علاقة شال � ( , ) ( , ) ( , )u u u v v u= = +
� �� � � ، وعليه �

( , ) ( , )v u u v= −
� ��  .�وهي العلاقة  �

)لمّا كان  � , )v v π− =
�  بالاستفادة من علاقة شال كما يأتي  �، استنتجنا العلاقة �

( , ) ( , ) ( , ) ( , )u v u v v v u v π− = + − = +
� � � � �� � �  

)وكذلك لمّا كان  � , )u u π− =
�  بالاستفادة من علاقة شال كما يأتي  	، استنتجنا العلاقة �

( , ) ( , ) ( , ) ( , )u v u u u v u v π− = − + = +
� � �� � � � �  

)نلاحظ أنّ  � , )u u π− = −
� 2k+πقياساً لزاوية كانت جميع الأعداد  πأيضاً لأنّه إذا كان  � π )حيث 

k ∈ ℤ ( 1قياسات للزاوية نفسها، فيكفي أن نأخذk = هو أيضاً قياس للزاوية  π−كي نجد أنّ  −
( , )u u−
� 
فإذا استفدنا من علاقة شال استنتجنا . � : 

  ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )u v u u u v v v u vπ π= − + − − + − = − + − − +
� � � � �� � � � �  

 تكريساً للفهم 

  ؟على الزوايا الموجّهةتؤثرّ التحويلات المألوفة  كيف 

نعلم أنّ الانسحابات، والدورانات والانعكاسات تحافظ على الزوايا الهندسيّة، أي يكون للزاوية الهندسيّة 
  . ولصورتها القياس نفسه

  :الخواص الآتية فتتحققالموجّهة  ا في حالة الزواياأمّ 
  

u
�

v
�

�

u
�

v
�

�

v−
�

u
�

v
�

�

u−
�

v−
�

u
�

v
�

�

u−
�



 

52 

 :الانسحابات والدورانات تحافظ على قياس الزوايا الموجّهة �

 
 :قياس الزاوية الموجّهة إلى عكسهالانعكاسات تغير  �

  
  ؟ 1ما فائدة المبرهنة   
)تفيد في إثبات توازي المستقيمين � )AB و( )CD  ّقياس بإثبات أن ( , )AB CD

���� ����
 .πأو 0 يساوي 

)على استقامة واحدة بإثبات أنّ  Cو Bو Aتفيد في إثبات وقوع ثلاث نقاط  � , )AB AC
���� ����

 
 .πأو  0يساوي

  ؟كيف نثبت توازي مستقيمين  
  .كما في الشكل المجاور ABCDEننشئ خطّاً مضلّعيّاً منكسراً 

)أعطِ قياساً لكل من  � , )AB BC
���� ����

)و  , )BC CD
���� ����

)و  , )CD DE
���� ����

. 

) احسب قياس الزاوية � , )AB DE
���� ����

ين ، واستنتج توازي المستقيم
( )AB و( )DE ّ3، ثمُّ أثبت أنAB DE= −

���� ����
. 

  
نها الشعاعان  � الزاوية الهندسيّة التي يكوAB

����
BCو 

����
�هي الزاوية  

CBx  وتساوي
3

π.  

)إذن  , )
3

AB BC
π

= +
���� ����

)وكذلك نجد أنّ .  , )
3

BC CD
π

= +
���� ����

)و  , )
3

CD DE
π

= +
���� ����

.  

)لحساب  � , )AB DE
���� ����

  لاقة شال، فنكتب نستفيد من ع 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )AB DE AB BC BC CD CD DE= + +
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

  
)إذن  , )AB DE π=

���� ����
 .  

ABتثبت المساواة السابقة أنّ الشعاعين 
����

DEو 
����

)ن يمرتبطان خطيّاً، ومن ثَمّ أنّ المستقيم  )AB 
)و )DE إضافة إلى ذلك، يوجد عددٌ . نامتوازيk   ق الشرطين0يُحقk ABو > kDE=

���� ����
بالعودة و . 

3kالشكل نستنتج أنّ  في نةالمبيإلى أطوال القطع المستقيمة  = − .  

    الحل

 مثال

A

B

C

A′

B ′

C ′

α α

u
�

A

C

α
B

A′

B ′

C ′
α θ

O

 يحافظ على الزوايا الموجهة الدوران الانسحاب يحافظ على الزوايا الموجهة

A

B

C

A′

B ′

C ′

α−α

 كس الزوايا الموجهةعالانعكاس ي
 

A B

C

DE

3

2

1
1

x

π
3
−

π
3
−

π
3
−
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     تَدربْ  

4AB: الآتيةمُحقّقاً الشروط  ABCDEأنشئ خطّاً مضلّعيّاً منكسراً  � 3BCو = = 
2CDو 2DEو =   :ةالآتي روط، بالإضافة إلى الش)بالسنتيمترات( =

5
( , )

6
BA BC

π
= −

���� ����
)و  , )

2
CB CD

π
= −

���� ����
)و  , )

3
DC DE

π
=

���� ����
  

   علّل صحّة المساواة �
( , ) ( , ) ( , ) ( , )AB DE AB BC BC CD CD DE= + +
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

  
)استنتج قياساً للزاوية  � , )AB DE

���� ����
.  

ABعلّل ارتباط الشعاعين �
����

DEو 
����

DE يُحقّق kخطّياً، واستنتج عدداً   kAB=
���� ����

.  

التي تحقق الشرطين  Cفي مستوٍ موجّه، عين النقطة  Bو Aنعطي نقطتين مختلفتين  �
)القياس الأساسي للزاوية الموجّهة  احسبن أدناه، و المبينيْ  , )CACB

��� ����
  :في الحالتين الآتيتين  

� ( , )
4

AB AC
π

=
���� ����

)و   , )
6

BA BC
π

= −
���� ����

   

� ( , )
3

AB AC
π

= −
���� ����

)و   , )
2

BA BC
π

=
���� ����

.  

متساوي  مثلّثٌ  MACمربّعٌ و ABCDفي الشكل المجاور،  	
  . الأضلاع

) الموجهة لزوايالكل من اأعطِ قياساً  � , )MA MC
���� ����

)و  , )AD AM
���� �����

 
)و , )CM CD

���� ����
)و  , )DC DA

���� ����
 .  

  ما مجموع هذه القياسات؟ �


ABCD  متوازي أضلاع فيه( , )AB AD α=
���� ����

.  
)الموجهة الزوايا  αاحسب بدلالة  � , )BC BA

���� ����
)و  , )CD CB

���� ����
)و  , )DA DC

���� ����
. 

مركز متوازي الأضلاع، استنتج النتائج السابقة بالاستفادة من التناظر المركزي  Oليكن  �
),هو أيضاً الدوران  OSلاحظ أنّ التناظر (. Oالذي مركزه  O πR.  

  

A B

CD

M
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  ةلمثلثيالنسب ا 

.1.3   �0���� 23�4��� 56$��  

  2 تعريف 
)نقول إنّ المَعْلَم المتجانس  ; , )O i j

� )في حالة  مباشرٌ مَعْلَمٌ في المستوي  � , )
2

i j
π

=
� ونقول إنّه . �

)في حالة  رجعيأو  غير مباشر , )
2

i j
π

= −
� �.  

  
  

.2.3 "'�$0 
	
�7 8�9 :��
 :��  

  .xجيب وجيب تمام عدد حقيقي  : تذكرة ����

)تجعلان  Cنقطتين من  Bو Aولتكن . Oدائرة مثلّثيّة مركزها  Cلتكن  ; , )O OAOB
���� ����

معلماً متجانساً  
iولنضع . مباشراً  OA=

jو ����� OB=
�����.  

)قياساً للزاوية  xالتي تجعل من  C من Mالنقطة الوحيدة  xنقرن بكل عددٍ حقيقي  , )i OM
إنّ . �����

cosx  هو تعريفاً فاصلة النقطةM لمعلم في ا( ; , )O i j
� في  Mهو بالتعريف ترتيب النقطة  sinx، و�

  .المعلم نفسه

  
  
  

A

B

j
�

i
�

sinx

cosx

M

x

 مَعْلَم مباشر
i
�

j
�

O

2
π

  غير مباشرمَعْلَم 
i
�

j
�

O

2
π−
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)جيب وجيب تمام زاوية موجّهة لشعاعين  ���� , )u v
�� .  

)لزاوية موجّهة ) بالراديان(قياساً ما  xليكن  , )u v
، عندئذ يأخذ كل قياس آخر لهذه الزاوية الصيغة ��

2x k+ π وk وفي هذه الحالة يقترن كلا العددين . عددٌ صحيحx 2وx k+ π  بالنقطةM  نفسها على
)وبناءً على ذلك يكون . الدائرة المثلّثيّة )cos 2 cosx k x+ =π و( )sin 2 sinx k x+ =π .  

  :ومنه التعريف الآتي

    3 تعريف 
)إنّ جيب الزاوية الموجّهة  , )u v
��  قياس من قياساتها، وكذلك فإنّ جيب تمام الزاوية  هو جيب أي

)الموجّهة  , )u v
)sinنرمز بالرمز . هو جيب تمام أي من قياساتها �� , )u v

إلى جيب الزاوية الموجّهة  ��
( , )u v
)cos، وبالرمز�� , )u v

)م الزاوية الموجّهة إلى جيب تما �� , )u v
��.  

)cosالعلاقة بين  				 , )u v
)�cosو �� )AOB  في حالةu OA=

vو ����� OB=
����� .  

)القياس الأساسي للزاوية الموجّهة  αليكن  , )u v
قياس الزاوية  θ، وليكن ��

�الهندسيّة 
AOB نعلم أنّ . بالراديان=α θإذن ،   

=يكون  α≤0في حالة  � =θ α α  ّومن ثَمcos cos=θ α. 

= يكون α≥0في حالة � = −θ α α  ّومن ثَمcos cos( ) cosθ α α= − =. 

  .للزاوية الموجّهة لشعاعين، وللزاوية الهندسيّة التي يصنعانها جيب التمام نفسه إذن

)sinبوجه عام لا يكون  , )u v
)�sinو �� )AOB متساويين. 

θ=يكون α≤0في حالة  � α  ّومن ثَمsin sin=θ α. 

=يكون α≥0في حالة  � −θ α  ّومن ثَمsin sin( ) sinθ α α= − = −. 

)sinالعددان  إذن يمكن أن يكون , )u v
)�sinو �� )AOB متساويين أو متعاكسين. 

 تكريساً للفهم 

  كيف نثبت أو نسترجع النسب المثلّثيّة لزوايا مترافقة ؟ 

أو  x+πأو  x−πأو  −x، الزوايا التي تقبل كلاً من xنسمّي زوايا مرافقة لزاوية موجّهة قياسها 

2
x−

π أو
2

x+
π  قياساً لها .  

u
�

v
�

O
A

B
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لانعكاسات يمكن الحصول على النسب المثلّثيّة لهذه الزوايا بالاستفادة من الدائرة المثلّثيّة، والاستعانة با
هي النقطة من الدائرة المثلّثيّة التي تمثّل  Mعددٌ حقيقي كيفي، و x، يأتيفيما . والتناظرات المركزيّة

x.  
Mالنقطة 1.  −xالموافقة للعدد  ′

النسبة إلى محور ب Mهي نظيرة 
Mو Mإذن للنقطتين. الفواصل ′ 

  . الفاصلة نفسها وترتيبان متعاكسان

Mالنقطة 2. هي  x−πلالموافقة  ′
 .بالنسبة إلى محور التراتيب Mنظيرة

Mو Mإذن للنقطتين الترتيب نفسه  ′
  . وفاصلتان متعاكستان

Mالنقطة 3. هي  x+πلالموافقة  ′
إذن . بالنسبة إلى المبدأ M نظيرة

Mو Mلنقطتينفاصلتا ا تعاكستان م ′
  .أيضاً  متعاكسانهما وترتيبا

cos( ) cos

sin( ) sin

x x

x x

− =

− = −
  cos( ) cos

sin( ) sin

x x

x x

π

π

− = −

− =
  cos( ) cos

sin( ) sin

x x

x x

π

π

+ = −

+ = −
  

      
Mالنقطة 4. الموافقة للعدد  ′

2
xπ  Mهي نظيرة  −

yبالنسبة إلى المستقيم الذي معادلته  x= .فاصلة  إذن
M Mوترتيب  Mتساوي ترتيب ′   . M يساوي فاصلة ′

Mالنقطة  5. الموافقة للعدد ′′
2

xπ Mهي نظيرة  + ′ ،
 الموافقة للعدد

2
xπ إذن . ، بالنسبة إلى محور التراتيب−

Mللنقطتين Mو ′   :الترتيب نفسه وفاصلتان متعاكستان ′′
( )
( )
2

2

cos sin ,

sin cos

x x

x x

π

π

− =

− =
  ( )

( )
2

2

cos sin

sin cos

x x

x x

π

π

+ = −

+ =
  

    

3نعلم أنّ   
cos
6 2
=
π  ّ1وأن

sin
6 2
=
π إذن يمكننا أن نستنتج من ذلك قيم النسب المثلّثيّة ،

  : يأتيللزوايا المرافقة كما 

      
  

/6π

/3π2 /3π

5 /6π

7 /6π /6−π

 مثال

5 7 2

6 6 6 6 3 3
3 3 3 3 1 1

cos
2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 3 3

sin
2 2 2 2 2 2

x
π π π π π π

−

− − −

− −

j
�

i
�

M

M ′

O

j
�

i
�

MM ′

O

j
�

i
�

M

M ′

O

j
�

i
�

M ′

O

M

y x=

j
�

i
�

M ′

O

M

M ′′
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   تَدربْ  

)ليكن  ; , )O OAOB
���� ����

في هذا  Oالدائرة المثلّثيّة التي مركزها  C مَعْلَماً متجانساً مباشراً، ولتكن 
)نضع و  C من Mنقطة نتأمّل  ،المَعْلَم , )OAOM x=

���� ����
.  

2و x+πو x−πالنقاط الموافقة للقياسات  Cعلى  عين � x−π، ثمُّ اختزل الصيغة:  
( ) cos cos( ) cos( ) cos(2 )f x x x x xπ π π= + − + + + −.  

النقاط الموافقة للقياسات  Cعلى  عين �
2

x+
π وx+π و

2
x−

πثمُّ اختزل الصيغة ،:  

( ) ( )
2 2

( ) sin sin sin( ) sing x x x x xπ ππ= + + + + + −.  

5النقاط الموافقة للقياسات  Cعين على الدائرة  	

2
x−

π 3و x+π 5و x−π و
2

x −
π ُّثم ،

) :الصيغةاختزل  ) ( )5
2 2

sin sin(3 ) cos(5 ) cosx x x xπ ππ π− + + + − + −.  


3إذا علمتَ أنّ  Mالنقطة  Cعين على  
cos

5
x و =

2
, 0x π ∈ −   . ثمُّ احسب النسب

)و sinx: الآتيةالمثلّثيّة  )
2

sin xπ )و − )
2

cos xπ )و − )cos x−π و( )sin x−π.  

معيّنة على الدائرة المثلّثيّة كما في الشكل  Qو Pو Nو Mالنقاط  �
  . المجاور

) تساوي x ذكر أنّ ت ؟ ما القياسات التي تعين هذه النقاط   , )OAOM
���� ����

 ،
  : اختزل الصيغتين ثمُّ 

  
( ) ( )
( ) ( )

3
2 2

3
2 2

( ) cos cos cos( ) cos

( ) sin sin sin( ) sin

f x x x x x

g x x x x x

π π

π π

π

π

= + + + + + +

= + + + + + +
  

يمكنك البدء بتعيين النقاط الموافقة على . عين قيمة جيب وجيب تمام الأعداد الحقيقيّة الآتية �
  .دائرة مثلّثيّة

6

π 5و
6

π 7و
6

π 11و

6

π 13و

6

πو
4

π 9و
4

π 5و
4

π   

81و

4

π 108و

4
−

π 4و
3

π و
3

π 71و

3

π 97و

3

π 54و

3
−
π  

M

x

N

P
Q

i
�

j
�

A

B

O
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  ةات القطبيالإحداثي 

.1.4  
��;� 
������� ����������  
)ليكن  ; , )O i j

�  Mإذا كانت النقطة . مَعْلَماً متجانساً مباشراً في المستوي �
بمعرفة الزاوية  Mموضع النقطة ، أمكن تحديد Oمختلفة عن 

( , )i OMθ =
rوالمسافة  ����� OM=  التي تمثّل بُعدM  عنO.  

)وبالعكس، إنّ إعطاء  ; )r θ، 0 حيثr ∋و < ℝθ ،يكفي لتعيين نقطة ،
OM تُحقّق Mونقطة وحيدة فقط، r= و( , )i OM θ=

لتعيين النقطة . �����
M نرسم نصف المستقيم ،[ )OA  المعيّن بالعلاقة( , )i OA θ=

، ثمُّ نحدّد �����
]على  )OA  النقطةM  المعيّنة بالشرطOM r=.  

  4 تعريف 
)ليكن  ; , )O i j

� ، أسمينا Oمختلفة عن  Mإذا كانت النقطة . تويمَعْلَماً متجانساً مباشراً في المس �
)أيّ زوج  ; )r θ  يُحقّق الشرطين( , )i OMθ =

rو ����� OM= زوج إحداثيّات قطبيّة للنقطة ،M ،
)إلى ذلك بالرمز  ناورمز  ; )M r θ . ّونقول أيضاً إن( ; )r θ  هي إحداثيّات قطبيّة للشعاعOM

����
.  

  

 Aنّ الإحداثيّات القطبيّة للنقطة أفي الشكل المجاور، نلاحظ  

;2هي 
4

    

π الإحداثيّات القطبيّة للنقطة  أنّ ، وكذلكB  هي

2
2;
3

  −   

π.  
  

  

.2.4  
���-�<	��� ����������
 
������� ���������� "= 
!1$��  

    4مُبرهَنة   
)ليكن  ; , )O i j

� )، نفترض أنّ Oنقطة غير M ولتكن. مَعْلَماً متجانساً مباشراً في المستوي � );r θ 
) ، وأنّ M هو زوج إحداثيّات قطبيّة للنقطة , )x y  ّالنقطة ا تهما إحداثيM .عندئذ  
2 2r x y= cosxو   + r= θ  وsiny r= θ.  

  

 مثال

i
�

j
� A

M

r

θ

θ

O

i
�

j
�

A

2 4
π

2

B

O

2π−
3
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 الإثبات

رة نصف المستقيم ، عندئذ تقطع هذه الدائOالتي مركزها  Cلنرسم الدائرة المثلّثيّة 
[ )OM  في نقطةN .   للشعاعينON

����
OMو 

����
المنحى نفسه والجهة نفسها، ولمّا  

OMكان  r= 1وON OMاستنتجنا أنّ  = rON=
���� ����

.  
)هما  Nا النقطة تإحداثيّ  )cos , sinθ θ  ّلأنN  تنتمي إلىC . ّولأن 

( , ) ( , )i ON i OM θ= =
���� ����� )هما  Mا النقطة تإذن إحداثي، � )cos , sinr rθ θ .

2ومن جهة ثانية لدينا  2 2 2OM x y r= +   .وضوحاً  =

 تكريساً للفهم 

 

   .كارتيّة على الإحداثيات القطبيّةيمكن تطبيق قواعد الحساب المألوفة في الإحداثيّات الدي لا عموماً  
uفمثلاً، الإحداثيّات القطبيّة لمجموع شعاعين  � v+

تساوي مجموع الإحداثيّات القطبيّة  لا ��
uللشعاعين 
vو �

 .كما هي حال الإحداثيّات الديكارتيّة. �

OM لدينا ففي الشكل المجاور OA OB= +
���� ���� ����

والإحداثيّات القطبيّة . 
)هي  Bو Aللنقطتين  )42; π− و( )42 2; π ولكن من الواضح . بالترتيب

) أنّ  )3   .Mليست إحداثيّات قطبيّة للنقطة  0;2
,1)د الإحداثيّات الديكارتيّة فنجفي أمّا  1)A   .M(3,1)و B(2,2)و −

 .سندرس بعضها في العام المقبل. ولكن للإحداثيّات القطبيّة فوائد أخرى �
Mففي الشكل المجاور،  Oالذي مركزه  Rوفق الدوران  Mهي صورة  ′

OM إذن. αوزاويته  OM′ )و    = ),OM OM ′ =
���� �����

α  

)فإذا كانت  );r θ  هي الإحداثيّات القطبيّة للنقطةM  وكان( ),M r′ ′ ′θ 
rاستنتجنا أنّ  r ′و =′ = +θ θ α.  

  كيف ننتقل من التمثيل القطبي إلى التمثيل الديكارتي؟ 

)ليكن   ; , )O i j
�   .ستويمَعْلَماً متجانساً مباشراً في الم �

  :ةالآتيالإحداثيّات الديكارتيّة للنقاط ذات الإحداثيات القطبيّة  احسب �
5
2;
6

A
    

π ،2;
4

B
    

π ،1;
2

C
  −   

π. 

   :ةالآتياثيات الديكارتيّة إحداثيّات قطبيّة للنقاط ذات الإحد احسب �
1 3
,
2 2

N
  − −   

 ،( )2, 2P −. 

 مثال

u
�

N

M

θ

C

Ox

y

A

B

M

O

i
�

α
( ; )M r θ

O

( ; )M r θ α′ +

j
�

θ
r

i
�

j
�

A B

C
N

P

O



 

60 

  
  :ان بالعلاقتينتمعرّف Aان للنقطة تان الديكارتيّ تالإحداثيّ  �

3
cos 2 3

2Ax r θ
−

= = × = 1و   −
sin 2 1

2Ay r= = × =θ  

)ومنه  3,1)A ,0)و B(1,1)ونجد بأسلوب مماثل أنّ . − 1)C −.  
  : الآتيمعرّفة على الوجه  N الإحداثيّات القطبيّة للنقطة �

� 2 2 1 3
1

4 4N Nr x y= + = + =.  

1الشرطين  θ ومن جهة ثانية، تُحقّق �
cos

2
Nx

r
= = −θ 3وsin

2
Ny

r
= = −θ وهنا ،

2نتعرّف النسب المثلّثيّة للزاوية 

3
−
π  2إذن

1;
3

N
  −   

π2 نجد ، وكذلك;
4

P
  −   

π.  

 
   تَدربْ  

)عين الإحداثيّات القطبيّة    � ; )r θ 0,2] التي تحقق الشرط [θ π∈ ،
Bو Bو ′Aو Aلكل من النقاط  Cو Cو ′ Dو Dو ′ المبيّنة  ′

  .في الشكل المجاور

) ةها الديكارتياتة معرفة بإحداثيّ الآتينقاط كل واحدة من ال   � , )x y .إحداثيّاتها القطبيّة  احسب( ; )r θ 
[ التي تحقق الشرط , ]θ π π∈ −.  

( ) ( )
( ) ( )

3 3 3 1 3
2 2 2 2

3 1
4 4

( 1,1), ( 3,1), ( 1, 3), (0,4),

(3,0), ( 2,2), , , , ,

2, 6 , , , ( 3,0), ( 2 3,2),

A B C D

E F G H

I J K L

− −

− − − −

− −

  

) عرفة بإحداثيّاتها القطبيّةة مالآتيكل واحدة من النقاط    	 ; )r θ .ةها الديكارتيّ اتإحداثيّ  احسب ( , )x y.  
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3
2 2

1 5
4 6 2 6 4

3 3 2
4 4 3 3

(1;0), 2; , (3; ), 4; ,

2 2; , 2; , ; , 3; ,

2; , ;20 , 2; , 2; ,

A B C D

E F G H

I J K L

π π

π π π π

π π π

π

π

−

−

  


) نقطة إحداثيّاتها القطبيّة Mلتكن     ; )r θ . الدوران الذي مركزهO  وزاويته
2

π  ينقلM  إلىN 

، واستنتج Nالإحداثيّات القطبيّة للنقطة  احسب. Qإلى  Pوأخيراً ينقل  Pإلى  Nوينقل 
  ؟MNPQما نوع الرباعي . Qو P بأسلوب مماثل الإحداثيّات القطبيّة للنقطتين

  

    الحل

C ′

A′

DB ′

BC

D ′

A
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  كار يجب تَمثـلُهاأف 
. 2πللزاوية الموجّهة لشعاعين عددٌ لا نهائي من القياسات، ويختلف أيّ قياسين منها بمُضاعف للعدد  ����

2xقياساً لزاوية موجّهة كُتِب كل قياس آخر بالشكل  xفإذا كان  k+ π حيث ( )k ∈ ℤ. 

2فمثلاً 

3
−
π 16و

3

π  ّ16هما قياسان للزاوية الموجّهة نفسها لأن 2
6

3 3

 − − =  

π π
π. 

)نكتب عادة  ���� ), mod2u v x π =  
 .ات المختلفة لهذه الزاويةواحداً من القياس xلنعبر عن كون  ��

)ينتمي القياس الأساسي للزاوية الموجّهة  ���� ),u v
,إلى المجال  �� − π π. 

uتساوي الزاويةُ الهندسيّة الموافقة لشعاعين  ����
vو �

القيمة المطلقة للقياس الأساسي للزاوية الموجّهة  �
( ),u v
�فإذا كان  .��

AOB=θ  كان القياس الأساسي للزاوية الموجّهة( ),u v
  .θ−أو  θيساوي  ��

  

): حقّق الزوايا الموجّهة علاقة شالتُ  ���� ) ( ) ( ), , ,u v v w u w+ =
� � � �� �. 

)ليكن  ���� ; , )O i j
� )تتمثّل الصلة بين الإحداثيّات الديكارتيّة .  مَعْلَماً متجانساً مباشراً في المستوي � , )x y 

)والإحداثيّات القطبيّة  ; )r θ  لنقطةM  يأتيفيما : 

cosx r= θ وsiny r= θ وOM r=  و( , )i OM θ=
�����.  

  منعكسات يجب امتلاكُها

 ℤمن  0kمعطى، نبحث عن عددٍ صحيح  xاوية موجّهة قياسها لز  θلتعيين القياس الأساسي   ����
02xيُحقّق  k− < + ≤π π π  02وعندها يكونx k= +θ π. 

 فمثلاً، . لزاوية θاسي في حساب القياس الأسأحياناً الإقليديّة تفيد القسمة  ����
25 (3 8 1)

8
3 3 3

π π π
π

× +
= =    إذن   +

3
=
π

θ. 

، إذا لم تكن تحفظها عن ظهر قلب، فكّر xدساتير النسب المثلّثيّة لزاويا مرافقة لزاوية  لإيجاد ����
 .لّثيّة، ومن التناظرات الواضحةبالاستفادة من الدائرة المث

2عددين حقيقيين يُحقّقان  bو aليكن  ���� 2 1a b+ تُحقق  θلإيجاد . =
cosالشرطين  a=θ وsin b=θ  ّر بالاستفادة من الدائرة المثلّثيّة وتذكّر فك

[أنّه توجد قيمة، وقيمة واحدة فقط من المجال  , ]π π− قتُحقcos a=θ 
sinو b=θ. 

O A

B

θ+

O A

B

θ−

0

/2π

j
�

i
�

b
M

θ
a

/2−π

π
−π
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   الضوء الهندسي والزوايا الموجّهة 
ينعكس شعاعٌ . قانون انعكاس الضوء المعروف في الفيزياءلنذكّر ب

ضوئي واردٌ على سطح مرآة مستوية مُناظراً للشعاع الوارد بالنسبة إلى 
  .الناظم على سطح المرآة عند نقطة الورود

نهدف في الدراسة اللاحقة إلى تعيين الزاوية الموجّهة بين الشعاع الوارد والشعاع المنعكس عن مرآة غير 
  .ستوية مكوّنة من سطحين مستويين عاكسينم

نفترض أنّ تمثيل الظاهرة يجري في .  يوضّح الشكل المجاور الظاهرة
، وقياس الزاوية بين السطحين AOBالمرآة ممثّلة بالشكل .  مستوٍ موجّه

)هو  , )OAOB m=
���� ����

)أمّا قياس زاوية الورود فهو  . , )IA IS i=
��� ���

.  

)بالاستفادة من التناظر القائم بالنسبة إلى  � )Ix  ّأثبت أن( , ) 2IS IJ iπ= −
��� ���

.  
) بالاستفادة من التناظر القائم بالنسبة إلى   � )Jy ت أنّ أثب( , ) 2( , )JI JR JO JIπ= −

��� ��� ��� ���
.  

) بكتابة   	 , ) ( , ) ( , )JO JI JO OI OI JI= +
��� ��� ��� ��� ��� ���

)، بين أنّ  , )JO JI m iπ= − −
��� ���

.  

)استنتج مما سبق قياساً للزاوية     , )SI JR

��� ���
  ؟iرود يتعلّق هذا القياس بزاوية الو أَ . 

)نسمّي الزاوية  � , )SI JR
��� ���

  .زاوية الانحراف 
. .a�  ؟ما قيمة زاوية الانحراف في هذه الحالة. نفترض أنّ وجهَي المرآة متعامدان  
. .b� د في هذه الحالة وضع الأشعّة الل ذلك بالرسمحدواردة والمنعكسة، ومث.  

3نفترض أنّ  �

4
m =

π .ل هذه الحالة بالرسم ما وضع الأشعّة الواردة والمنعكسة في هذه الحالة ؟مث.  

  المعادلات المثلّثيّة 
cosxالمعادلة  ���� a= ،حيث a عددٌ حقيقي مُعطى.  
cosxأثبت أن لا حل للمعادلة   � a=  في حالة| | 1a >.  
1نفترض أنّ   � 1a− ≤ ≤.  

)ى الشكل النقطة عين عل � ,0)P a والنقطتين ،M وM . aاللتين فاصلتاهما  Cمن الدائرة المثلّثيّة  ′
M)و Mيمكن أن تنطبق النقطتان( ′.M  ًهي النقطة التي تقبل قياساθ  للزاوية( , )i OM

����� 
 .πو 0محصوراً بين 

)أثبت أنّ  � , )i OM θ′ = −
������. 

cosxحلول  أن أثبت � a=  2هيx k= +θ π 2أوx k ′= − +θ π حيث k ∈ ℤ وk ′ ∈ ℤ.  

 1 نشاط

 2 نشاط

  الناظم

  الشعاع المنعكس  الشعاع الوارد

  المرآة
  لورودنقطة ا

O

B

A
m

i

S
R

x y

I
J

0

/2π

j
�

i
�

M

a

/2−π

π

M ′

O

C
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  :حل كلاً من المعادلات الآتية  	
2

cos
2

x 1cosو  =
2

x 2cosو  = 3 0x + 2cosو = 3
2

x 1cosو  = 4
2

x =.  

sinxالمعادلة  ���� b= ،حيث b عددٌ حقيقي مُعطى.  
|باتّباع أسلوب مماثل للحالة السابقة، أثبت أن ليس لهذه المعادلة حلول في حالة �  | 1b وأنّه في . <
ن مجموعة الحلول من الأعداد ال 2حالة المعاكسة، تتكوx k= +θ π  2أوx k ′= − +π θ π حيث 

k ∈ ℤ وk ′ ∈ ℤ والعدد ،θ  هو عددٌ  محصور بين
2
−
π و

2

π  ويُحقّقsin b=θ.  

  :كلاً من المعادلات الآتية حلّ � 
3

sin
2

x 1sinو  =
2

x 2و = sin 2 0x + 1sinو = 3
2

x 3sinو  = 4
2

x =.  

  : يأتييمكن تلخيص نتائج الدراسة السابقة كما : الخلاصة 
cos، تُكافئ المعادلةُ ℝفي  � cosx = θ  يأتيما : 

2x k= +θ π   2أوx k ′= − +θ π حيث k ∈ ℤ وk ′ ∈ ℤ.  
sin، تُكافئ المعادلةُ ℝفي  � sinx = θ  يأتيما: 

2x k= +θ π  2 أوx k ′= − +π θ π حيث k ∈ ℤ وk ′ ∈ ℤ.  

  .أعدادٌ حقيقيّة لها الجيب نفسه، أو جيب التمام نفسه ����
  : الآتيتينبالاستفادة من الدائرة المثلّثيّة أثبت تكافؤ الخاصّتين   �

cos: جيب التمام نفسه  yو x للعددين الحقيقيين«  cosx y=«  
»2x y k= + π   معk ∈ ℤ2، أوx y k ′= − + π  معk ′ ∈ ℤ«  

  :الآتيتينأثبت كذلك تكافؤ الخاصّتين  �
sin: الجيب نفسه  yو xللعددين الحقيقيين  « sinx y=«  
»2x y k= + π   معk ∈ ℤ2، أوx y k ′= − +π π  معk ′ ∈ ℤ«  

)حل كلاً من المعادلتين  :تطبيق 	 )
4

sin2 sinx x π= )و + ) ( )
6 3

cos 3 cosx xπ π+ = −.  

)معادلات من الصيغة  ���� ( )) ( ( ))sin cosv x u x=.  
nosبوجه عام، لحل معادلة من الصيغة  ic su v= هذه المعادلة إلى معادلة من الصيغة ، نُرجع

cos cosu V=  بأن نكتب( )
2

sin cosv vπ= ، أو نُرجعها إلى معادلة من الصيغة −
sin sinU v=  بكتابة( )

2
cos sinu uπ= −.  

)حل كلاً من المعادلتين الآتيتين  )
4

cos sin 3x xπ− )و  .= ) ( )
6 3

sin 2 cosx xπ π+ = +.  

M

M ′

O

θ

θ−

M

O

θ
π θ−

M ′
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  ABCDEF  ه  مــسدّســ مــنتظم هة عــين اــلــقياســ .  مـرسومــ فــي مــستوٍ مــوجــّ اــلأــساسي لـلزوـاـــيــا اــلــموجــّ
  :الآتية

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

OAOB AB AO AB AF

AE AF AB DE OAOE

AB DC AB CD BC BF

���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ����

	 � �

� � 


� � �

  

في مستوٍ موجّه، والمعطيات المبيّنة عليه، ثمُّ عين القياس الأساسي  شكل المجاور المرسومتأمّل ال 
  للزوايا الموجّهة الآتية 

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

OAOC OAOD CB OC

OB DO BA DB DC BC

���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ����
	 � �

� � 

  

مثلّث  EHAع، و مثلّث متساوي الأضلا ABCفي مستوٍ موجّه، في الشكل المجاور المرسوم  
  :عين القياس الأساسي للزوايا الآتية . Hمتساوي الساقين وقائم الزاوية في 

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

AH EB BACB AB AC

AC AE EACH EA EC

���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ����
	 � �

� � 

  

)قياس الزاوية الموجّهة  αنعطي    , )u v
3):  أوجد قياساً للزوايا الآتية .  �� , 2 )u v−

)و �� 2 , )v u−
� � 

5)و ,4 )v u
� )و � 5 , 6 )u v− −

��. 

)فيه  متساوي الأضلاع AOI  نتأمّل مثلثاً      , )
3

AO AI
π

=
���� ���

وكذلك .  

متساويا الساقين وقائمان، ونفترض أنّهما   IBAو OIJن يالمثلّثنتأّمّل 

)فيهما و  , ) ( , )
2

OI OJ IB IA
π

= =
��� ��� ��� ���

.  

) علّل صحّة المساواة � , ) ( , ) ( , ) ( , )AJ AB AJ AO AO AI AI AB= + +
���� ���� ���� ���� ���� ��� ��� ����

.  
�احسب قياس كل من الزوايا الهندسيّة  �

JAO و�
OAI و�

IAB.  
)استنتج قياساً لكل من  	 , )AJ AO

���� ����
)و   , )AO AI

���� ���
)و  , )AI AB

��� ����
.  


)استنتج قياساً للزاوية   , )AJ AB
���� ����

  ؟Jو Bو Aماذا تقول بشأن النقاط . 

5 

4 

3 

2 

1 

A

O

J

B

I

A

BC

D

E F

O

+

A
B

C
D

O

+

A

BCE H

+



  

65  

      لنتعلمّ البحث معاً 

 �������� ������� 	������   
 ABFGنتأمّل في المستوي الموجّه، الشكلَ المجاور، الذي فيه 

)متوازي أضلاع، و , )
6

AB AG
π

=
���� ����

متساوي  AGH، والمثلّث 

)يُحقّق و ، الأضلاع , )
3

AG AH
π

=
���� ����

متوازي  CDEF، وأخيراً 

)أضلاع ويُحقق  , )
2

FG FC
π

=
���� ����

توازي المستقيمين  ثبتأ .

( )AH و( )DE.  
  نحو الحلّ   ��

دنا وجود مثلّث متساوي الأضلاع يفي.  ت والشكلاضار تفمن الا شرةامبلنستخلص نتائج   . فهم السؤال   �
  .وشكل متوازي الأضلاع في حساب قياس بعض الزوايا الهندسيّة

 .AGFBو AGHقياس زوايا الشكلين  احسب .1
  .أعد رسم الشكل وعين عليه قيم الزوايا التي حسبتها .2

)يمين لإثبات توازي المستق  . بحثاً عن طريق   � )AH و( )DE الخطّي للشعاعين  الارتباط، يمكن إثبات
AH
����

DEو 
����

)  وذلك بإيجاد قياس للزاوية  , )AH DE
���� ����

وتوجّهنا القياسات المُستنتجة من الفرْض .  
  .ستفادة من علاقة شالإلى الا

): علّل صحة .1 , ) ( , ) ( , ) ( , )AH DE AH AG AG AB AB DE= + +
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

. 

): علّل صحة .2 , ) ( , ) ( , ) ( , )AB DE GF DE GF CF FG FC= = =
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

. 

)استنتج قياساً للزاوية  .3 , )AB DE
���� ����

.  

  .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

 ���	����  ���� ���	
�� �!"#�
� $�%   

 OABمّل في المستوي الموجّه، مثلثين متساويي الساقين وقائمين نتأ

OAو B′ ) فيهما ′ , ) ( , )
2

OAOB OA OB
π

′ ′= =
���� ���� ���� ����

 من جهة أولى أنّ  أثبت. 

AA BB′ )المستقيمين  أثبت من جهة ثانية تعامد، و =′ )BB )و ′ )AA′.  
  

7 

6 

A

B

C
D

F
EG

H
+

6
π

A

B

O

A′

B ′
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  نحو الحلّ   ��

 ستعماليوحي وجوده با.  إنّ المثلّث القائم والمتساوي الساقين شكلٌ مفتاحي مميز لدوران . فهم السؤال   �

دوران زاويته 
2

π أو
2
−
π.  

 برأيك يؤدّي دوراً مهمّاً في مسألتنا؟ R دوران ، أي الافتراضاتاستناداً إلى  .1
 .Rأشر إلى النقاط التي يقرنها الدوران  .2

، لقد تعاملنا مع دورانات.  امدهمانهدف إلى إثبات تساوي طول قطعتين مستقيمتين وتع  . بحثاً عن طريق   �

ال القطع المستقيمة، وإذا كانت زاويته ونعلم أنّ الدوران يحافظ على أطو 
2

±
π  ُقطعةٍ  كانت صورة 

  .عليها عموديّةً  قطعةً مستقيمةً  مستقيمةٍ 
]ما صورة القطعة المستقيمة  .1 ]AA′  وفقR ؟ 
 .Rأنجز الإثبات بالاستفادة من خواص الدوران  .2

  .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

 
	�"&��'(� )	
'   

( ; , )O i j
� )نقطة إحداثياتها القطبيّة  Aو .مَعْلَم متجانس مباشر � )

3
2; π .

مربّع فيه  OABCو
2

( , )OC OA π=
���� ����

دون ( قيم الدقيقةال يُطلب حساب .
)لكل من ) تقريب )

12
cos π و( )

12
sin π . لتحقيق ذلك احسب الإحداثيات

OB ، واستفد من المساواةCالديكارتية للنقطة  OA OC= +
���� ���� ����

 لحساب 
  .Bالإحداثيات الديكارتية ثمُّ القطبية للنقطة 

  نحو الحلّ   ��

إنّ إعطاء الإحداثيّات . مباشرة Cليس من السهل حساب الإحداثيّات الديكارتيّة للنقطة  .فهم السؤال  �
يجعلاننا نفكّر أوّلاً بحساب الإحداثيّات  OABCوالفرْض الموضوع على  Aالقطبيّة للنقطة 

  .Cالقطبيّة للنقطة
  .بحثاً عن طريق  �

) الزاوية لحساب .1 , )i OC
) استفد من علاقة شال ����� , ) ( , ) ( , )i OC i OA OAOC= +

���� ���� ���� ����� ، واستنتج �
 . الديكارتيّة ها، ثمُّ احسب إحداثيّاتC الإحداثيّات القطبيّة للنقطة

 .B، واستنتج الإحداثيّات الديكارتيّة للنقطة Aاحسب الإحداثيّات الديكارتيّة للنقطة  .2
 .B لتحسب الإحداثيّات القطبيّة للنقطة 1.ل اتبع أسلوب السؤا .3

8 

A

B

O

C

i
�j

�



  

67  

  .sinθو cosθو rبدلالة  Byو Bxويمكنك التعبير عن  θو rو Byو Bxف الآن قيم عرِ تَ   �
 . اكتب العلاقتين اللتين تحصل عليهما .1

cosاستنتج قيمة كل من  .2
12

π وsin
12

π. 

  .ةٍ سليمةأنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغ

  
	*ّ,*��� ��"-�#�� 
	�"&��'(�   

( ; , )O i j
� 2وزاويته  Oالذي مركزه   Rالدوران   . مَعْلَم متجانس مباشر �

3

π  ينقل النقطةA  التي

;1)إحداثياتها القطبيّة  )α  إلىB وينقل النقطة ،B  إلىC .  
0OAأنّ  أثبت � OB OC+ + =

���� ���� ���� �
.   

  أنّ  جاستنت �
2 4

cos cos cos 0
3 3
2 4

sin sin sin 0
3 3

     + + + + =        
     + + + + =        

π π
α α α

π π
α α α

  

  نحو الحلّ   ��

لأنّ  .نرى ونحسب بوجه أفضل كيلنرسم شكلاً،  .فهم السؤال ��
( )A B=R  يمكننا بسهولة استنتاج الإحداثيّات القطبيّة للنقطةB ومن ،

)، لأنّ Cثَمّ، كذلك الإحداثيّات القطبيّة للنقطة  )B C=R . إنّ المساواة
، أي مركز الأبعاد ABCثقل المثلّث الشعاعيّة المطلوبة تميز مركز

)المتناسبة للنقاط  ,1)A و( ,1)B و( ,1)C . ّإذن يجب أن نبرهن أنO  هو
  .نقطة مميزة فيه Oمتساوي الأضلاع والنقطة  ABC مركز ثقل هذا المثلّث، ولكنّ المثلّث

 Rوفق  Cو Bو A؟ أثبت بالاستعانة بصور النقاط Rوفق الدوران  Cما صورة  .طريق بحثاً عن  �
  واستنتج أنّ  ABCهو مركز ثقل المثلّث  Oأثبت أنّ  .متساوي الأضلاع ABCأنّ 

0OA OB OC+ + =
���� ���� ���� �

 
الإحداثيّات فنتذكّر . نريد استنتاج مساواتين عدديّتين انطلاقاً من مساواة شعاعيّة .فهم السؤال  ��

  .الديكارتيّة
 A، واستنتج الإحداثيات الديكارتيّة للنقاط Cو Bالإحداثيّات القطبيّة للنقطتين  اكتب .بحثاً عن طريق  �

OAاستنتج الإحداثيّات الديكارتيّة للشعاع وأخيراً  .αبدلالة  Cو Bو OB OC+ +
���� ���� ����

 . 

  .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

9 

A
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i
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j
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  $"�	. )	
'   
  لنتأمّل المجموعين الآتيين

3 5 7
cos cos cos cos
8 8 8 8

3 5 7
sin sin sin sin
8 8 8 8

U

V

= + + +

= − + −

π π π π

π π π π
  

  .Vو Uلقيم الدقيقة للعددين ا احسب
  نحو الحلّ   ��

ولكن إذا تأمّلنا جيداً . مباشرة Vو U نحن لا نعرف القيم الدقيقة لحدود المجموعين .فهم السؤال  �

الأعداد 
8

π 3و
8

π 5و
8

π 7و
8

π .حظنا أنّها من مضاعفات العدد لا
8

π . يدفعنا ذلك إلى التفكير

  .بالزوايا المترافقة

ه من بين الأعداد يليالذي لاحظ أننا ننتقل من عددٍ إلى  .بحثاً عن طريق  �
8

π 3و
8

π 5و
8

π 7و
8

π 

يمكنك . ا مترافقةلتحصل على زواي Vو Uأعِد تجميع حدود المجموعين . بإضافة العدد نفسه
 . الإستفادة من الدائرة المثلّثيّة بعد أن تعين النقاط المناسبة عليها

  .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

 ������� /,0 1	#��� 2"�3.   
( ; , )O i j
�  Cط من انق Nو M، وOالدائرة المثلّثيّة التي مركزها  C .مَعْلَم متجانس مباشر �

;1) من الشكل إحداثياتها القطبيّة )x .  

2التي تُحقق  Mالنقاط  نعيّ  �
4 2

3
x k= +

π
π والنقاط ،N  ق2التي تُحق

4 2
3

x k
π

π
−

= + .  

استنتج الحلول المنتمية إلى المجال  �
2
,I π π = −    1للمعادلة

cos(4 )
2

x = −.  

  نحو الحلّ   ��

;1)نعرف كيف نعين نقطة  .فهم السؤال  �� )M x عندما تتوفّر لدينا مساواة من الصيغة 

2x k= + ×θ π ،حيث k ∈ ℤ . 2هنا
2

3
4x k= + ×

π
π 2ي أ

6 4

k
x = + ×

π
π . ّنلاحظ أن

x  2ليست من الصيغة
6

K+ ×
π

π ،و K ∈ ℤ ّلأن ،
4

k ليس عدداً صحيحاً بوجه عام.  

القيم  kالتي نحصل عليها بإعطاء  Cمن  3Mو 2Mو 1Mو 0Mعين النقاط  .بحثاً عن طريق  �
 . 3، 2، 1، 0المتتالية 

11 

10 
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4kفي حالة  �  Cتوجد أربع نقاط من «؟ علل صحّة المقولة  4Mماذا يمكنك القول عن  =

;1)إحداثيّاتها القطبيّة  )x  ُق ت2حق
4 2

3
x k= + ×

π
π« . 

;1)إحداثيّاتها القطبيّة  Cمن  3Nو 2Nو 1Nو 0Nبأسلوب مماثل، أثبت أنّه توجد أربع نقاط  � )x 

2تحقق 
4 2

3
x k= − + ×

π
π .ن هذه النقاط على الدائرة المثلّثيّةعي. 

1cos المعادلة نعلم أنّ    .فهم السؤال  ��
2

X = 2كافئ تُ  −
2

3
X k= +

π
π ،حيث k ح عدد صحي

2أو. ℤمن 
2

3
X k= − +

π
π ،وk ∈ ℤ . إذن الأعدادx  ق1التي تُحق

cos 4
2

x = هي  −

ومن بينها يجب اختيار تلك التي . النقاط الثمان التي وجدناها سابقاً  Cالتي تعين على  xالأعداد 
  .تُحقّق الشرط الموضوع

1حلول المعادلة  عيّن .بحثاً عن طريق  �
cos(4 )

2
x =  . ℝفي  −

يقيّة من المجال القوس الموافق للأعداد الحق Cعيّن على ثمُّ  �
2
,I π π = −   ومن بين النقاط الثمان ،

 .تلك التي تنتمي إلى هذا القوس عيّن �التي وجدتها في 

1استنتج حلول المعادلة  �
cos(4 )

2
x =  المجال في −

2
,I π π = −   . 

  .بلغةٍ سليمة أنجزِ البرهانَ واكتبهُ 

 ��"*ّ,*� 
	5��6�.   
1 نتأمّل ثلاثة مجالات ,I  = − π π 2و 2 2

,I π π = −   3و 0,2I  =  π . ِواحدٍ من  ،دْ ج في كل
  تي تحقق المتراجحةال xهذه المجالات، الأعداد الحقيقيّة 

1 2
sin

2 2
x− ≤ ≤  

  نحو الحلّ   ��

1نهدف إلى حل المتراجحتين  .فهم السؤال  �
2
sinx− 2و ≥

2
sinx ثمُ نأخذ الحلول  1Iفي المجال  ≥

في الحقيقة إنّ . أو من التمثيل على دائرة مثلثيّة sin لنستفد من التمثيل البياني للتابع. المشتركة
  .على المجال المعطى يجعل الحل أمراً يسيراً  sinالتمثيل البياني للتابع 

1فمثلاً، على المجال  ,I  = − π π  نهدف إلى تعيين
التي تقع فوق  sinبياني للتابع فواصل نقاط المنحني ال

1الذي معادلته  dالمستقيم 
2

y = dوتحت المستقيم  − ′ 
2الذي معادلته 

2
y dو d، أي بين المستقيمين = ′.  

12 

A B

C D

d

d ′

x

y

π−π 2
π− 2

π

1/2−

2 /2−
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 Aاستفد من القيم المميزة للنسب المثلثية لبعض الزوايا المألوفة لتجد فواصل النقاط . بحثاً عن طريق  �
  .المطلوب واكتب الحلّ بلغة سليمة استنتج. Dو Cو Bو

2أعد الدراسة في حالة  � 2 2
,I π π = −  وأثبت أنّ مجموعة الحلول مجالٌ يُطلب تعيينه ،.  

3أعد الدراسة في حالة  � 0,2I  =  π وأثبت أنّ مجموعة الحلول هي اجتماع ثلاثة مجالات يُطلب ،
  .تعيينها

  .تبهُ بلغةٍ سليمةأنجزِ البرهانَ واك

  
       قدُُماً إلى الأمام 

)مثلّث متساوي الأضلاع فيه  ACDفي مستوٍ موجّه،   , )AC AD
���� ����

 

يساوي 
3

πو ،ABC وDEA  مثلّثان قائمان ومتساويا الساقين يقعان

  .ACD خارج
�احسب قياس كل من الزوايا الهندسيّة  �

BAE و�
BCD. 

)استنتج قياس الزاويتين  � , )BC CD
���� ����

)و  , )BE BA
���� ����

.  
): تحقّق أنّ  	 , ) ( , ) ( , ) ( , )BE CD BE BA BA BC BC CD= + +

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
. 


)استنتج توازي المستقيمين   )BE و( )CD. 

دوران  R، وIمتوازي أضلاع مركزه  OMNPفي مستوٍ موجّه،  
θ .M وزاويته O مركزه Nو ′ Pو ′  ، صور النقاطبالترتيبهي،  ′
M وN وP  وفق الدورانR.  

Iلماذا تكون  � ]، منتصفَ Rوفق  Iرةُ ، صو ′ ]ON ]ومنتصفَ  ′ ]M P′  ؟′
OMأثبت أنّ  � N P′ ′  .متوازي أضلاع ′

): أثبت أنّ  	 , ) ( , )MN M N OP OP′ ′ ′=
����� ������ ���� ����

. 


)استنتج قياساً للزاوية   , )MN M N′ ′
����� ������

.  
  :يأتيأثبت صحّة ما  

)2في حالة  � ) 2(sin ) 3 sinx f x x x= ) لدينا ֏− ) ( )f x f xπ − = .  
3في حالة  � 3( ) (sin ) (cos )x f x x x= )يكون  ֏+ )

2
( )f x f xπ − = . 

15 

14 

13 A

C D

B E

O

P

M

N

N ′
M ′

P ′
I

θ
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sin، ثّم احسب cosxأو  sinxة احسب الآتيفي كل من الحالات  
tan

cos

x
x

x
= .  

� 1sin
4

x = ,و  ، − 0
2

x
 
 ∈ −
  

π. 

� 3cos
5

x 3و    ، =
,2
2

x
 
 ∈
  

π
π. 

	 1cos
3

x = ,و  ، −
2

x
 
 ∈
  

π
π. 


 7sin
4

x 5و  ، =
2 ,
2

x
 
 ∈
  

π
π.  

المعادلة  Iحل في . (2)ومتراجحة  (1)ومعادلة  Iفي كل من الحالات الآتية نُعطي مجالاً   
  .(2)والمتراجحة  (1)

(2) (1)

(

: 2 sin 1 0, : 2 sin 1 0, 0,2

3
:2) (1)2 cos 1 0, : 2 cos 1 0, ,

2 2

: 2 sin 3 0, : 2 sin 3 0,2) ( ,( 1)

x x I

x x I

x x I

π

π π

π π

 + < + = =  
 
 − > − = =
  
 − ≤ − = = − 

�

�

	

  

المعادلة  Iحل في . (2)ومتراجحة  (1)ة ومعادل Iفي كل من الحالات الآتية نُعطي مجالاً  
  .(2)والمتراجحة  (1)

(2) (1)

(

: 2 sin 1, : 2 sin 1, 0,2
4 4

:2) 2 cos 1, : 2 cos 1, ,
3

(1)
3

x x I

x x I

π π
π

π π
π π

       + > + = =          
       − > − = = −          

�

�

  

  :المعينتين كما يبين الشكل المجاور Mو Aنعطي النقطتين  
  . ينتالديكارتي Aي النقطة تإحداثي احسب �
AM لعلاقةبا Bنعين النقطة  � OB=

����� ����
)، احسب  , )i OB

����� . 

 .Bاحسب الإحداثيّات القطبيّة للنقطة  	

 .Mاستنتج الإحداثيّات الديكارتيّة للنقطة  

)نعطي النقطتين   3,1)A و( 1, 3)B −.  
  . Bو Aاحسب الإحداثيات القطبيّة للنقطتين  �
)قياساً للزاوية احسب  � , )OAOB

���� ����
 . 

  .AOBاستنتج طبيعة المثلّث  	
 

20 

19 

18 

17 

16 

A

M

BO

4

1

3
π

A

B

O i
�
j
�
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المعادلة  Iحل في   . (2)ومتراجحة   (1)ومعادلة  Iفي كل من الحالات الآتية نُعطي مجالاً   
  .(2)والمتراجحة  (1)

1 1
: sin 2 , : sin 2 , 0,

4 2 4 2
1 1

: c

(2

os 2 , : cos 2 , 0,2
5 2 5 2

: sin 2 si

) (1)

(2) (1)

(1) n 3 , ,
2

x x I

x x I

x x I

π π
π

π π
π

π
π π

       − ≤ − = =          
       − ≥ − = =          

   + = = −    

�

�

	

  

  .(1)المعادلة  Iحل في. (1)ومعادلة  Iفي كل من الحالات الآتية نُعطي مجالاً  

: sin 2 cos , ,
6 4

: sin cos , 0,
4 2

: sin 3 co

(1)

(1)

(1 s , ,) 2

x x I

x x I

x x I

π π
π π

π π

π π

       − = + = −          
     + = =      

 = = − 

�

�

	

  

  .المعادلات الآتية ℝحل في 

cos 3 cos cos2 cos
6 3 4

sin sin 3 sin2 sin
6 3 4

sin sin sin2 cos
6 3 3

x x x x

x x x x

x
x x x

π π π

π π π

π π

         + = − = +               
         − = + = −               
     − = = +        

� �


 	

� �

  

0,2 حل في  
 π المتراجحات الآتية.  

2 1
cos 2 cos 2

3 2 5 2

3 1 3
sin cos 2
3 4 2 2 3 2

1 3 1
sin 3 cos 2

2 2 3 2

x x

x
x

x x

π π

π π

π

     + ≤ − − ≥ −        
     + ≤ ≤ − ≤        

 ≤ − ≤ − ≤ − 

≤

 

� �


 	

� �
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  الجداء السُل�مي
   

  
  ��� ����	
 �
�

 �
����� ��  

  ����
 ��
��� ����	
 �����
   

 ��� �!�  
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  ����� ���	
� �
���
�  ��� ���

����� ������ : ����� ���	
� �ABCD ،

 �� �!� �	"# �$�%& '&!�( �� �!� �	"#

'���)�) ،  
2 2 2 2 2 2

2 22
     

+ = + + +

= +

AB BC CD DA

AB BC

AC BD  

لاحظ أنّ هذه المتطابقة تؤول إلى مبرهنة فيثاغورث في حا� كون الر�عي 
ABCD إذن متطابقة  .مسـتطيلاً، لأنهّ في هذه الحا� يتساوى طولا القطرين

  .متوازي الأضلاع هي تعميم مبرهنة فيثاغورث

وكذP يمكن تعميم متطابقة متوازي 

في حا� ر�عي  �,+�*� ����� الأضلاع لتاخٔذ

ABCD -�
�

+0/ )�!&' هم� �,��� ،M 

  :Nو

2 2 2 2 2 2 24 + + = + + +AB BC CDAC BDN DAM  

 فتعالوا معاً . ائج سه\ لمفهوم الجداء السلمي للأشعةتالنتائج وغيرها هي ن  ههذ
  .نسـتكشف هذا المفهوم

A B

CD

A

B

C

D

M

N
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�������	 
	��	  
  نطلاقة نشطةا 

  
يمكن جمعها، وضربها بعدد، : ية يمكن إجراء حسابات عليها وبهاالأشعة هي كائنات رياضيات

في الصف الأول الثانوي، أنّ الحساب الشعاعي يساعدُ في اختصار  رأيناونسْبُ إحداثياتٍ إليها، وقد 
  . ، واختزال العديد من الرسوم والأشكال، وخصوصاً في بحث التوازيوتبسيط الكثير من العمليات

ورغبةً في استعمال الحساب الشعاعي لتبسيط دراسة مسائلَ أخرى تخص الهندسة مثل التعامد، 
 »الجداء السلمي«وحساب المسافات، وقياس الزوايا، نعمد إلى تعريف عمليةٍ جديدة بين الأشعة تسمى 

هو دراسة هذا  الآتيالهدفُ من هذا الفصل والفصل . ين وفقها عدداً أو مقداراً سلّميّاً يكون ناتج شعاع
  .استعمالهالجداء السلمي وعرض بعضٍ من مجالات 

ولقد استعملوا الجداء . بالتأكيد كان الفيزيائيون سبّاقين في استعمال الأشعة وخصوصاً لتمثيل القوى
Fلنفترض أننا نجرّ عربة بقوة  .السلمي لشعاعين بهدف قياس عمل القوّة

بهدف تحريكها أفقياً من  �
Fهناك حالتان تبعاً لمنحى القوّة . 1Mإلى النقطة  0Mالنقطة 

� :  
  

  
  

F، عند الانتقال، تؤدي القوة الفيزيائيونوكما يقول 
  :Wعملاً  �

0يساوي  � 1F M M×
  .�في الحالة   ��������

1ويساوي  � 0 1F M M×
1، ولكن �في الحالة   �������� cosF F θ= ×

�   ، إذن �

0 1 cosW F M M θ= × ×
��������  

Fهو في الحقيقة الجداء السلمي للشعاعين  المعطى بهذه الصيغة Wوكما سنرى، العمل 
� 

0و 1M M
�������

.  

F
�

0M 1M

F
�

1F
�

0M 1M

θ

� �
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  تعريف وعبارات الجداء السلمي        

.1.1 
����  
، إذا وفقط إذا Aقائم الزاوية في  OABيكون المثلث . مبرهنة فيثاغورث استناداً إلى

2 كان 2 2 0OB OA AB− − OAبوضع ، = u=
����

� ،AB v=
����

تُكتب العلاقة . �
  لصيغةباالسابقة 

2 2 2
0u v u v+ − − =

� �� �  
2إذن يدلّ انعدام المقدار  2 2

u v u v+ − −
� �� uعلى تعامد الشعاعين  �

vو �
يوحي لنا هذا بوضع .  �

  :الآتيالتعريف 

    1تعريف 
uالجداء السلمي للشعاع  

vالشعاع ب �
u العدد الحقيقي هو � v⋅

  ، المعطى بالصيغة ��

 ( )2 2 21

2
u v u v u v⋅ = + − −
� � �� � �  

uونرمز اصطلاحاً إلى الجداء السلمي  u⋅
� 2uبالرمز  �

2u، فيكون � u u⋅ =
� � �.  

0uإذا كان   =
0vأو � =

0u، كان � v⋅ =
  .وضوحاً  ��

.2.1 �����	 
	���� ���� �	����  
  في معلمٍ متجانسالجداء السلمي  �

    1مُبرهَنة   
)إذا كان  , )u x y

)و � , )v x y′ ′
u كان ، معلمٍ متجانسشعاعين في  � v xx yy′ ′⋅ = +

��.  

  الإثبات
2، في هذه الشروط يكون 2 2u x y= +

2و   � 2 2v x y′ ′= +
uمركّبات الشعاع  أمّا، � v+

فهي  ��
( , )x x y y′ ′+   ، إذن +

2 2 2

2 2 2 2

2 2

( ) ( )

2( )

2( )

u v x x y y

x y x y xx yy

u v xx yy

′ ′+ = + + +

′ ′ ′ ′= + + + + +

′ ′= + + +

��

��

  

uوبالعودة إلى عبارة  v⋅
u   ، نجد�� v xx yy′ ′⋅ = +

��.  

O

A B

u
�

v
�
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2افتراض أن المعلم متجانس ضروري، إذ لا تكون العلاقة  2 2x yu = +
صحيحة إلاّ في هكذا  �

  .معلم
  
  بينهما بدلالة نظيمي الشعاعين والزاوية الجداء السلمي �

    2222مُبرهَنة   
uإذا كان  

vو �
)cosشعاعين غير معدومين، كان  � , )u v u v u v⋅ = × ×

� � �� � �.  

  الإثبات
uلنضع  OA=

����
v، و� OB=

����
)، و� , )u vθ =

uأي زاوية الشعاعين  ��
vو �

� .
)ولنختر معلماً متجانساً  , , )O i j

� OA فيه يكون � u i=
���� بذلك تكون  ��

( , 0)u
OAالشعاع  يمركّبت �

)وتكون . ���� )cos , sinv vθ θ
�  يمركّبت �

OBالشعاع 
  وعندها. ����

   cos cos( , )u v xx yy xx u v u v u v′ ′ ′⋅ = + = = θ =
� � � �� � � �  

  
  حالة شعاعين مرتبطين خطّياً في الجداء السلمي  �

uإذا كان ����
vو �

u مرتبطين خطياً وبالاتجاه نفسه، كان � v u v⋅ = ×
� �� �  

uإذا كان ����
vو �

  مرتبطين خطياً وباتجاهين متعاكسين، كان  �
u v u v⋅ = − ×
� �� �  

,في الحالة الأولى لدينا  0( )u v =
cos إذن �� , 1( )u v =

وفي الحالة ، ��
),الثانية لدينا  )u v = π

cos إذن �� , 1( )u v = −
��.  

  

  للفهمتكريساً   
  ؟للجداء السلميتوجد تعاريفُ عدة لماذا  

وكلما اتخذنا واحدةً  .لأنه تصلح أيّ واحدة من العبارات المختلفة لهذا الجداء لتكون تعريفاً للجداء السلمي
وقد اخترنا، هنا، العبارة . من تلك العبارات بمثابة التعريف، تمكنا من إثبات بقية العبارات

2 2 2
2u v u v u v⋅ = + − −
� � �� � لتعريفه، لأنّها تفيد في تقديم عرض بسيط وسريع ودقيق للجداء  �

  .السلّمي
  

B

j
�

i
�

v
�

u
�

θ

A

y

xO

u
�

B
O

A

v
�

u
�

B

O A

v
�
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  المختلفة اء السلميعبارات الجد استعمال 
uحساب إلى  الآتية الحالاتكلٍ من نهدف في  v⋅

� لإجراء هذا العبارة الأكثر ملاءمة اختر  .�
 ،الحساب

  

  
  

  
CB لحساب � BA⋅

مثلث متساوي الأضلاع، طول  ABC نلاحظ أنّ  .��������
CBيساوي نظيم كلٍ من  a ضلعه

BAو ����
يبقى تعيينُ قياسٍ للزاوية . ����

ن إحدى الطرائق، هي أن نجعل للشعاعي. الهندسية لهذين الشعاعين
CB
BAو ����

BDالتي تُحقّق  Dفننشئ النقطة . المبدأ نفسه ���� CB=
���� ���� ،

2التي قياسها �DBAبذا تكون الزاوية 

3

π  زاوية الشعاعينCB
BAو ����

  إذن . ����
22

cos
3 2

a
u v CB BA BD BA a a

π
⋅ = ⋅ = ⋅ = × × = −

���� ���� ���� ����
��  

)و A(1,2)لمّا كان  � 1,0)B ,3)و − 1)C AB، إذن مركّباتا −
) هما ���� 2, 2)− ACومركّبتا الشعاع  −

���� 
,2)هما    إذن. −(3

( 2) (2) ( 2) ( 3) 2u v⋅ = − × + − × − =
��  

AC الشعاع �
uيساوي ���� v+

  ريف، إذن، استناداً إلى التع ��

( )2 2 21 36 16 9 11

2 2 2
u v u v u v

− −
⋅ = + − − = =
� � �� � �  

Cو Bو Aو Oالنقاط  � ABعلى استقامة واحدة، فالشعاعان  
OCو ����

مرتبطان خطياً، وباتجاهين  ����
  :متعاكسين، إذن

5 6 30u v AB OC AB OC⋅ = ⋅ = − × = − × = −
���� ����

��.  
  
  
  

 مثال

�

A

B

C

u
�

v
�

O

6
3

2−

�

A B

C

4
u
�

v
�

D

3
6

�

A

B

C

O

u
�

v
�

1

1

�

A

BC

a

u
�

v
�

    الحل

D

2
3
π

A

BC

a

u
�

v
�
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     تَدربْ  

) هي في معلمٍ متجانسٍ  التدربفي هذا إحداثيات الأشعة والنقاط  ; , )O i j
� �.  

uاحسب   � v⋅
��  من الحالات الآتية في كل:        

( ) ( )

, ,2, 3,( ) 1, 4,( ) 0

3 2
21, 7, , 4, 5, ,

2 3

2 3 , 2 (2, 3), (1, 1)

3, 4, 5 2, 3, 3

u v u v u v u v

u v u v u v u v

u i j v i j u v

u v u v u v u v

= = = = = =

= = = = = =

= − = − + −

= = + = = = + =

� � � �� � � �

� � � �� � � �

� � � �� �� �

� � � �� � � �

π

π π

� �

� �

	 


� �

        

طول ضلع المربّع الصغير، احسب في كل حالة  aهي   في الأشكال الآتية  وحدة قياس الأطوال  �
u v⋅
  .aبدلالة  ��
�        �        �        �        
 

u
�

v
�

        

 u
�

v
�

        

 

u
�

v
�

        

 

u
�

v
�

        

 
مسدسٌ منتظمٌ مرسومٌ في دائرة مركزها  ABCDEFالمجاور في الشكل �

O  احسب. 1ونصف قطرها:  

OA OB⋅
���� OAو  ���� OC⋅

���� OCو  ���� CD⋅
���� ABو  ���� DE⋅

���� ����   
ADو OE⋅

���� DCو  ���� DF⋅
���� OCو ���� DB⋅

���� CBو ���� EF⋅
���� ����.  


)، A ،(0,5)B(4,1)لدينا ثلاث نقاط      2, 1)C − −. 

  .ABC استنتج طبيعة المثلث. BCو ACو ABاحسب  �

ABاحسب � AC⋅
���� �استنتج أنّ . ���� 1

cos
5

BAC =.  

A

F

BC

D

E
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   الإسقاط القائم وقواعد الحساب      

    3333مُبرهَنة   
Cإذا كان الشعاعُ  D′ ′

�����
CDالمسقطَ القائم للشعاع  

 على المستقيم ����
ABالحامل للشعاع 

  : ، كان����
AB CD AB C D′ ′⋅ = ⋅
���� ���� ���� �����

  

  الإثبات
)ماً متجانساً نختار معل ; , )A i j

� iيكون فيه الشعاعان  �
ABو �

مرتبطين  ����
ABعندئذٍ مركّبتا . خطياً 

),هما  ���� 0)
B

x ومركّبتا ،CD
هما  ����

( , )
D C CDx x y y− Cأما مركّبتا . − D′ ′

�����
)فهما   , 0)D Cx x−  لأن

DDx x′ =،CCx x′ 0Dو = Cy y′ ′=   إذن. =
( )B D CAB CD x x x⋅ = −

���� ����

)و        )B D CAB C D x x x′ ′⋅ = −
���� �����

  
  .المطلوب إثبات وبذا يتم المقداران متساويان،  فهذان

    4444مُبرهَنة   
uأيّاً كانت الأشعة 
vو �

wو �
  :، كانbو a، وأيّاً كان العددان الحقيقيان �

� u v v u⋅ = ⋅
� �� �   

� ( )u v w u v u w⋅ + = ⋅ + ⋅
� � � �� � �  

� ( ) ( ) ( )au bv ab u v⋅ = ⋅
� �� �  

)يقتضيان  �و�  لاحظ أيضاً أنّ الشرطين )u v w u w v w+ ⋅ = ⋅ + ⋅
� � � � �� �.  

  الإثبات
)نختار معلماً متجانساً  ; , )O i j

� )ونفترض فيه أنّ  � , )u x y
)و � , )u x y′ ′

)و � , )w x y′′ ′′
�.  

u لمّا كان  � v xx yy′ ′⋅ = +
vوكان  �� u x x y y′ ′⋅ = +

� u استنتجنا، � v v u⋅ = ⋅
� �� �.  

v مركّبتا � w+
� )هما  � , )x x y y′ ′′ ′ ′′+   ، إذن+

( ) ( ) ( )

( ) ( )

u v w x x x y y y

xx yy xx yy u v u w

′ ′′ ′ ′′⋅ + = + + +

′ ′ ′′ ′′= + + + = ⋅ + ⋅

� ��

� �� �  

auمركّبتا  �
)هما  � , )ax ayومركّبتا ، bv

)هما  � , )bx by′   ، إذن′
( ) ( )

( ) ( )

au bv axbx ayby

ab xx yy ab u v

′ ′⋅ = +

′ ′= × + = ⋅

��

��  

  .إثبات المبرهنةيتمّ بذا و 

A B

C

D

D ′C ′i
�

j
�

A B

C

D

D ′C ′
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    نتائج 
1aبوضع  � = 1bو − )نجد  �في القاعدة  = ) ( )u v u v− ⋅ = − ⋅

� ��  إذن . �

( ) ( )AB CD BA DC BA DC⋅ = − ⋅ − = ⋅
���� ���� ���� ���� ���� ����

  
 نجد  �و �من القاعدتين  �

( ) ( )u v z t u z u t v z v t+ ⋅ + = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
� � �� � �� � � � � �  

 

���� 3 (2 ) (3 ) (2 ) (3 ) 6 3u v w u v u w u v u w⋅ + = ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅
� � � � � �� � � � �  

���� 2( 3 ) ( 2 ) 2 6 3u v u w u u w u v v w− ⋅ − + = − + ⋅ + ⋅ − ⋅
� � � � � �� � � � �  

  

 تكريساً للفهم 
ABالمساواة  ستعمللماذا ن   CD AB C D′ ′⋅ = ⋅

���� ���� ���� �����

  ؟ 
ABتجب الإشارة إلى أن . ها كثيراً ما تسهل حساب الجداء السلميلأنّ 

Cو ���� D′ ′
�����

مرتبطان خطياً،  
ABفجداؤهما السلمي يساوي  C D′ ABأو يساوي  ×′ C D′ ′− ×.  

  
IJفي الشكل المجاور، الشعاع 

مسقطٌ قائمٌ لكلٍ من  ���
CDالشعاعين 

EFو ����
بالمبرهنة فعملاً . dعلى المستقيم  ����

  يكون 3.

AB CD AB EF AB IJ⋅ = ⋅ = ⋅
���� ���� �������� ���� ���  

ABولأن الشعاعين 
IJو ����

اً وبالاتجاهِ نفسه، مرتبطان خطيّ  ���
2استنتجنا  3 6AB IJ AB IJ⋅ = × = × =

���� ���.  
  ؟ ا الفائدة من هذه القواعد للحسابم  

فهي منسجمة مع قواعد الحساب .  بفضل هذه القواعد، يصبح الجداء السلمي أداةً رياضية فعّالة  نّهلأ  ����
uبوجه خاص، لحساب الجداء .  الشعاعي التي عُرِضت سابقاً  w⋅

w، من الملائم، كتابة �� v z= +
� � � 

 لمتابعة الحساب  �اعدةالق استعمالبناءً على علاقة شال، ومن ثم.  

علينا التزام الحذر عند التعامل مع الحساب الشعاعي، فهو مختلف في العديد من الأوجه عن الحساب  ����
0uعلى سبيل المثال، يمكن أن يكون . العددي v⋅ =

0u أنّ  مع �� ≠
0vو �� ≠

 لشرطينا ن إكما . ��
u v u w⋅ = ⋅
� �� 0uو � ≠

v يانيقتض لا �� w=
� �.  

 مثال

 مثال

A B

E

D

C

F

3 d2
I J
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  قواعد الحساب؟ نستفيد منكيف 

5ABمتوازي أضلاع فيه  ABCD، في الشكل المجاور = ،
2AD �و = 60DAB = ABاحسب الجداء السلمي . � AC⋅

���� ���� .  

  
  

ABالشعاع 
ACمعلومٌ، ولكن الشعاع  ����

فمن غير الممكن حساب . �BACغير معلوم، كما هي الزاوية  ����
AB AC⋅
���� كما يبدو أن اللجوء إلى معلم . باعتمادٍ مباشر للتعريف أو بتطبيق بسيط لإحدى المبرهنات ����

ACمتوازي أضلاعٍ، إذن  ABCDولكنّ . متجانس سيقودنا إلى حل طويل AB AD= +
���� ����   ، إذن����

( )AB AC AB AB AD

AB AB AB AD

⋅ = ⋅ +

= ⋅ + ⋅

���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ����  

25ABولكن  AB AB AB⋅ = × =
���� ���� لأن ،AB

ABو ����
وكذلك . نفسهتجاهٍ لهما الامرتبطان خطياً و  ����

1
cos 60 5 2 5

2
AB AD AB AD⋅ = × × = × × =�
���� 25   إذن. ���� 5 30AB AC⋅ = + =

���� ����.    

 
   تَدربْ  

�    u
vو �

  احسب كلا من المقادير. 8 وجداؤهما السلمي يساوي 6و 4 بالترتيبشعاعان نظيماهما  �

2

2 ( 4 ), ( ) ( ), ( )

(2 3 ) (3 2 ), ( )

C u v B u v u v A u u v

E u v u v D u v

= ⋅ − = + ⋅ − = ⋅ +

= − ⋅ − = +

� � � �� � � � �

� � �� � �  

,2)ليكن الشعاعان  � 1)u −
v(3,6)و �

� .  
uاحسب  � v⋅

3)و �2uو �� ) ( 2 )u v u v+ ⋅ −
� �� )2و � )u v+

)2و �� )u v−
��.  

u استنتج قيمة كل من  � v+
uو �� v−

��.  
4AC، فيه Aمثلثٌ قائمٌ في  ABC في الشكل المجاور، المثلّث  � = ،

3ABو �و = 30CAH = مسقطا  بالترتيبهما  Kو Hالنقطتان . �
C وB  علىd .احسب الجداءات السلمية الآتية:  

BA BC⋅
���� ABو ���� AH⋅

���� ACو ���� AK⋅
���� ABو ���� CH⋅

���� ����

KBو  HC⋅
���� ����   


 ABCD  شبه منحرف قائم فيA وD ،O  منتصف[ ]AD . نضع
AB a= وDC b= وAO c=.  

ABلماذا  � DC ab⋅ =
���� 2OAو ���� OD c⋅ = −

���� ����

  ؟
OC اكتب � OD DC= +

���� ���� OBو ���� OA AB= +
���� ��������  لتستنتج أن  

2OB OC ab c⋅ = −
���� ����

 

 مثال

    الحل
A B

D C

2
60
�

5

A

B

H

C

3

4

K
30
�

d

A B

C

O

D
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  تطبيقات 

.1.3 �����	� �����	 
	��	  
uن رأينا أنّه، عندما يكو 

vو �
u مرتبطين خطياً ومتّفقين بالاتجاه، يكون � v u v⋅ = ×

� �� وفي حالة . �
v u=
� 2نجد �

u u u u u⋅ = × =
� � � � 22uإذن . � u u u⋅ = =

� � � 2بهذا يدل الرمز . �
AB
على  ����

AB AB⋅
����   نكتبُ إذن. 2ABأي على  ����

2 2AB AB AB AB⋅ = =
���� ���� ����  

  جنتائ 
  :مُلفتةٌ  جداءاتٌ سلميةٌ 

  لدينا 
2 2( ) ( ) ( )u v u v u v u v+ = + ⋅ + = +
� � � �� � � �  

  :وبناءً على قواعد حساب الجداء السلمي نجد
2 2 22 2 2u v u u v v u v u u v v+ = + ⋅ + ⋅ + = + ⋅ +
� � � � � �� � � � � �  

  ونجد بأسلوب مماثل أنّ 
2 2 22( ) 2u v u v u u v v− = − = − ⋅ +
� � � �� � � �  

  وأنّ 
2 22 2( ) ( )u v u v u v u v+ ⋅ − = − = −

� � � �� � � �  
  
����  2الرمز  يدل( )AB AC+

���� ����

)على   ) ( )AB AC AB AC+ ⋅ +
���� ���� ���� ����

  ، فهو يدل إذن على
2 2 2AB AC AB AC+ + ⋅

���� ����.  
2 وكذلك ���� 2( ) ( )AB AC AB AC AB AC+ ⋅ − = −

���� ���� ���� ����

.  

.2.3 
	��	 ���� �	� �����	  

    2222 تعريف 
uليكن     

vو �
uالقول إن . شعاعين غير معدومين �

vو �
إذا كان «متعامدين، يكافئ القول  �

u AB=
����

vو � CD=
����

)، كان المستقيمان � )AB و( )CD متعامدين«.  
0نصطلح أنّ الشعاع 
�

  .آخر شعاعٍ  عمودي على كلّ  
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    5555مُبرهَنة   
uالشعاعان «القولُ    

vو �
0u«يكافئُ القولَ  »متعامدان � v⋅ =

)«فالقولُ . »�� )AB و( )CD 
0AB«يكافئُ القول  »متعامدان CD⋅ =

���� ����«.  

  الإثبات
0uفي حالة  ���� =

0vأو  �� =
  .فؤ القولين محققٌ وضوحاً ، تكا��

���� cos( , )u v u v u v⋅ = × ×
� � �� � � . 0ولأنu ≠

0vو �� ≠
uفي حالة ، ��

vو �
غير معدومين،  �

)cosاستنتجنا  , ) 0u v =
)، أي �� , )

2
u v k

π
= + π

)Zو �� )k u، فالشعاعان ∋
vو �

  .متعامدان �

    نتيجة 
)الجداء السلمي لشعاعين  في معلمٍ متجانس، , )u x y

)و � , )v x y′ ′
xxيساوي  � yy′   : ، إذن+′

»u
vو �

0xx«يكافئ  »متعامدان  � yy′ ′+ =«  
)إذا تأمّلنا شعاعاً : ملاحظة مهمة , )u x y

) في معلم متجانس � ; , )O i j
�   ، كان�

x u i= ⋅
yو   �� u j= ⋅

��  
uفي الحقيقة،  xi yj= +

�   ، ومنه��
( ) ( ) ( )u i xi yj i x i i y j i⋅ = + ⋅ = ⋅ + ⋅

� � � � � � � ��  
1iولكن  i⋅ =

� 0jو � i⋅ =
� iلأنّ  �

jو �
xمتعامدان، إذن  � u i= ⋅

yأنّ  بالمُماثَلَةونجد . �� u j= ⋅
��.  

 تكريساً للفهم 
  كيف نستفيد من الجداءات السلميّة المُلفتة ؟  
2   أن  وجدنا 2 2

2u v u u v v+ = + ⋅ +
� � �� � 2و   � 2 2

2u v u u v v− = − ⋅ +
� � �� � �  

  : بجمع العلاقتين السابقتين طرفاً إلى طرف نجد
2 2 2 2

2( )u v u v u v+ + − = +
� � �� � �  

  .متطابقة متوازي الأضلاعالتي تسمّى 

AD، إذا وضعنا ABCDلأنّه في متوازي أضلاعٍ  u=
����

ABو � v=
����

  ، كان �
u v AC+ =

����
uو   �� v BD− =

����
��  

  إذن
2 2 2 2

2 2 2 2

2( )AC BD AD AB

AD BC AB DC

+ = +

= + + +
  

 مجموع مربعي قطري متوازي أضلاعٍ يساوي مجموعَ مربعات أضلاعه الأربعة: أي إن.  

A B

D C

u
�

v
�

u v−
� �

u v+
� �
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  الجداء السلمي لإثبات تعامد مستقيمين؟ نستفيد منكيف 
ABCD  ٌطول ضلعه يساوي  مربعa ،I وJ  هما على التوالي منتصفا ضلعيه[ ]AB 

]و ]CD .المستقيم ن يأثبت أن( )DJ و( )CI نامتعامد.  

)لإثبات تعامد مستقيمين   )MN و( )EF 0، يكفي إثبات أنMN EF⋅ =
����� ����

.  

  
  معلمٍ متجانس باستعمالالحل  �

  .معلمٍ متجانس، إلى حل سريع أحياناً  استعمالعندما يحتوي شكلٌ على زوايا قائمة، يقود 

ABCD  عٌ، نختار المعلم المتجانسمرب( ; , )A i j
� ، فيكون في هذا المعلم �

( ,0)B a 0)و, )D aو( , )C a a . إذن يكون
2
( , 0)aI و

2
( , )aJ a.   

CIات الشعاعين مركّب من ثَمّ كون تو 
DJو ���

:  بالترتيب ����
2

( , )a a− و −
2

( , )aa − .
2إذن  2

2 2
0a aCI DJ⋅ = − + =

��� ����

)فالمستقيمان .  )CI و( )DJ متعامدان.  

  علاقة شال وقواعد حساب الجداء السلمي باستعمال الحل �

  .علاقة شال للحصول على أشعة متعامدة تقود إلى انعدام جدائها السلمي سنستعمل

  يمكننا كتابة
( ) ( )CI DJ CB BI DC CJ⋅ = + ⋅ +

��� ���� ���� ��� ���� ���

  
  وعليه  

CI DJ CB DC CB CJ BI DC BI CJ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
��� ���� ���� ���� ���� ��� ��� ���� ��� ���  

0CBولكن  DC⋅ =
���� CBلأن  ����

DCو ����
0BIكذلك و متعامدان،  ���� CJ⋅ =

���   ، إذن ���
CI DJ BIC DCJ CB ⋅⋅ = + ⋅
�� ���� � ���� ������ ����

  
CBالشعاعان 

CJو ����
  مرتبطان خطياً وباتجاهٍ واحد ، إذن ���

2

2 2

a a
CB CJB J aC C = × =⋅ × =

���� ���

  

BIالشعاعان 
DCو ���

  مرتبطان خطياً وباتجاهين مختلفين، إذن ����
2

2 2

a a
BI DCI C aB D = − × = =⋅ − × −

��� ����

  

0CIومنه  DJ⋅ =
��� )والمستقيمان ، ���� )CI و( )DJ متعامدان.   

 مثال

    الحل

C

A B

D

I

J

i
�

j
�
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   تَدربْ  

)و B(5,4)و A(0,1)نتأمّل في معلمٍ متجانس النقاط  � , 0)M m .وm احسب . عددٌ حقيقي
MA MB⋅
����   .Mقائم الزاوية في  AMBليكون المثلث  m استنتج قيمثمُّ . mبدلالة  ����

)و A(2,2) نتأمّل في معلمٍ متجانس النقاط � 3, 3)B − ,2)و − 3)C −.H للنقطة هي المسقط القائم B 
أثبت أن  .على محور التراتيب Aهي المسقط القائم للنقطة  Kعلى محور الفواصل، و

)المستقيمين  )OC  و( )HK متعامدان.  

� ABCD  4متوازيُ أضلاعٍ فيهAB 2ADو = �و = 60BAD = �.  
.1  2أثبت أن( ) 28AB AD+ =

���� ����

)2و   ) 12AB AD− =
���� ����

.  
  .BDو ACاستنتج الطولين  2.

  

  أفكار يجب تمَثُّلھُا 
u الجداء السلمي � v⋅

  :يمكن حسابه بأربعِ طرائقَ، هي عددٌ حقيقي ��

� 
2 2 21

2
u v u v u v⋅ = + − −
� � �� � �

 

� cos( , )u v u v u v⋅ = × ×
� � �� � �  

� u v xx yy′ ′⋅ = +
) في حالة، �� , )u x y

)و � , )v x y′ ′
�

 

� u v AB C D′ ′⋅ = ⋅
���� �����

u في حالة �� AB=
����

vو � CD=
����

Cو � D′ ′
�����

CDالمسقط القائم للشعاع  هو 
���� 

)على المستقيم  )AB.  
uفي حالة شعاعين  �

vو �
  :مرتبطين خطياً  �

uإذا كان  �
vو �

 بالاتجاه نفسه، كان  �

u v u v⋅ = ×
� �� �  

uإذا كان  �
vو �

 باتجاهين متعاكسين، كان �

u v u v⋅ = − ×
� �� �  

  .يتغيّر الجداء السلمي لشعاعين إذا اُستبدِل بأحدهما مسقطه القائم على الآخر لا �
  :الجداء السلّمي ثمة ثلاث قواعد حسابيّة وفقط ثلاثللتعامل مع  �

u v v u⋅ = ⋅
� �� �  

( )u v w u v u w⋅ + = ⋅ + ⋅
� � � �� � �  

( ) ( ) ( )( )au bv ab u v⋅ = ⋅
� �� � )a وb حقيقيان(  

v
�

u
�

B
O

A

v
�

u
�

B

O A
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  :مي فيالجداء السلّ  عمليست �

)تعامد مستقيمين لأنّ  إثبات � ) ( )AB CD⊥  0يكافئAB CD⋅ =
���� ����

.  

2ABحساب الأطوال لأنّ  � AB AB= ⋅
���� ����

.  
cosu: حساب تجيب زاوية هندسية � v u vθ× × = ⋅

� �� �.  

  منعكسات يجب امتلاكُها

مألوفة، لا تترددْ في تحليل عندما يتعذر التطبيق المباشر للصيَغِ ال ،لشعاعين الجداء السلمي لحساب �
الحصولَ، في سياق عملك، على جداءات  حاول. علاقة شالوفق ) أو كليهما(واحد من الشعاعين 

  .سلمية معدومة

   
ABCD  ًلحساب . هو المستطيلُ المرسوم جانباMA MB⋅

���� ���� ،
0ABكون  نستفيد من AD⋅ =

���� 0CB، و���� CD⋅ =
����   :بأن نكتب  ����

MA MD DA= +
���� MBو   �������� MC CB= +

���� ���� ����  
  فيكون

( ) ( )MA MB MD DA MC CB

MD MC MD CB DA MC DA CB

⋅ = + ⋅ +

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����  

0MDه لدينا ولأنّ  CB⋅ =
���� 0DAو ���� MC⋅ =

���� 16MDو ���� MC MD MC⋅ = − × = −
���� ���� 

4و 4 16DA CB⋅ = × =
���� 16   استنتجنا، ���� 16 0MA MB⋅ = − + =

���� ����.  
2لحساب مسافة، فكرْ في حساب  �

AB
ABأي  ���� AB⋅

���� ����.  
BC حيث BCلحساب طولٍ  � BA AC= +

���� 2ب ، فكرْ في حسا�������� 2( ) ( )BC BA AC= +
���� ����

فيكون ، 
2 2 22BC BA BA AC AC= + ⋅ +

���� ����.  
  .لا تنسَ إمكان أن تستبدل بأحد الشعاعين مسقطه القائم على الآخر �
يجب أن تختار المعلم متجانساً كي تتمكن .  لا تنسَ أن استعمال معلمٍ، يمكن أنْ يكون مفيداً للإثبات �

  .من حساب المسافات

   جبُ تجنبهاأخطاءٌ ي 

  .عند التعامل مع الجداء السلمي، لا تستعملْ معلماً غيرَ متجانسٍ  �
� u v u w⋅ = ⋅

� �� v لا يقتضي � w=
� �.  

u ولكنَّ المساواة v u w⋅ = ⋅
� �� �

)كافئ ت  ) 0u v w⋅ − =
� ��

uإذن . 
�

)و  )v w−
� �

  . متعامدان 

 مثال

BA

CD M
2

4

10
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  المسافات والزوايا حساب 

  .زاوية صامدة في المربع �
ABCD  مربعٌ طولُ ضلعهa النقطة ،I  هي منتصف القطعةDA 

  . نهدف
�إلى إثبات أن الزاوية 

ACIθ هي ذاتها في جميع المربعات، هذا يعني أنّ  =
  .قياسها لا يتعلق بطول ضلع المربع

  .بمساعدة الجداء السلمي cosθلهذا، نحسب أولاً 
.1  210 أثبت أن

2
cosCI CA a θ⋅ = ×

��� ���

.   
.2  1أثبت أن

2
( )CI CA CD= +

��� ��� ����

23، ومن ثَم أنّ 
2

CI CA a⋅ =
��� ���

.  
  .)يمكن استعمال الآلة الحاسبة. (قرب درجةلأ θ، ثم أوجد قياس cosθ استنتج العدد 3.
   زاوية مستقيمين ����
d وd )في معلمٍ متجانسٍ  مستقيمان ′ ; , )O i j

� 1y بالترتيب، معادلتاهما � x= 2و − 3y x= − +. 
dو dهي الزاوية الحادة التي ضلعاها المستقيمان  θو dو d زاوية المستقيمينأي ما يسمى . ′ ′.  
)ي المعلم ارسم هذين المستقيمين ف 1. ; , )O i j

� �.  
u(1,1)لماذا يكون الشعاعان  2.

,1)و � 2)v −
dو dشعاعي توجيه  �   على التوالي؟ ′

)cosب احس 3. , )u v
  .θ، ثم أعطِ قيمةً تقريبية للزاوية cosθواستنتج  ��

  خاصّة مميزة للمثلّث القائم 

  صيغٌ عدة للجداء السلمي نفسه ����
ABC مثلثٌ، وH  هو المسقط القائم للرأسA على( )BC وI  هو منتصف
[ ]BC . حساب الجداء السلمي لنريد عرض طرائق مختلفةAB AC⋅

���� ����.  
ABاستفد من العلاقتين  1. AH HB= +

���� ���� ACو ���� AH HC= +
���� ����   :ةالآتي �لإثبات العلاقة  ����

2
AB AC AH HB HC⋅ = + ⋅
���� ���� ���� ���� ����.  

.2  .a  2أثبت أن
AB AC AB AB BC⋅ = + ⋅
���� ���� ���� ���� ����.  

.b  استفد من العلاقةAC AB BC= +
���� ����   : ةالآتي �لإثبات العلاقة  ����

2
AB AC AB BH BC⋅ = − ⋅
���� ���� ���� ���� ����  

.c  2 : ةالآتي �أثبت بالمثل العلاقة
AB AC AC CH CB⋅ = − ⋅
���� ���� ���� ���� ����.  

ABاستفد من العلاقتين 3. AI IB= +
���� ��� ACو ��� AI IC= +

���� ���   :ة الآتي 
لإثبات العلاقة  ���
2 2AB AC AI IB⋅ = −

���� ����.  

 2 نشاط

 1 نشاط

C

I

θ

D

A a B

H I CB

A
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  خاصّة مميزةٌ للمثلّث القائم���� 

0AB« يكافئ القولَ  » Aقائمٌ في  ABC  المثلث« القولُ  1. AC⋅ =
���� تكافؤ   ����  استنتج من الفقرة.  » ����

  :ة الآتيالخواص 
( )â »المثلث ABC  قائمٌ فيA«   
( )ò »2BC BH BA⋅ =

���� ����«   
( )è »2CB CH CA⋅ =

���� ����«   
( )î »2HB HC AH⋅ = −

���� ����«  
IA«إذا وفقط إذا كان  Aقائمٌ في  ABCوأخيراً أثبت    IB IC= ]منتصف  I إذ »= ]BC.  

  .Aمثلثٌ قائمٌ في  ABC:  تطبيق 2.
.a  بالاستعانة برموز الشكل جانباً، استنتج من الأسئلة السابقة أن:  

2c am= 2وb an= 2وh mn=  
.b  3نعطىn 3hو =   .cو bو a، احسب =

  المحل الهندسي والجداء السلمي 

D  دائرةٌ مركزهاO  ونصفُ قطرهاrو ،H  ُ2نقطةٌ تحققOH r= ،
)عمودياً على  Hهو المستقيم المار بالنقطة  dو )OH . ًوأخيراM 

 Bفي  يمسانها Dمماسين للدائرة  Mنرسمُ من . dمُ نقطةٌ متحركة ترس
)يقطعُ المستقيمُ . Cو )OM  َالمستقيم( )BC  فيN.  نريد إيجاد المحل

  .dالمستقيم  Mعندما ترسمُ  Nالهندسي للنقطة 

  تخمين المحل الهندسي ����

N  هي نقطة تقاطع( )BC و( )OM وI  هي نقطة تقاطع( )BC و( )OH . لاحظ أنّ  الزوايا�ONB 
)ة لأن زوايا قائم �ONIو �ONCو )OM  هو محور[ ]BC .  

  ؟ Iما قولك بشأن النقطة  …و 2Mو 1Mدفترك واختر عدّة نقاط  فيأعد الرسم  1.

التي قطرها  D′ترسم الدائرة  N  النقطة أنّ  أثبت.  Mلا تتعلّق بموضع النقطة  Iبافتراض أنّ  2.
[ ]OI.  

  
  

 3 نشاط

nm

A

B C

h

a

bc

H

O
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M
d

H

D
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  بالإثبات ق من صحّة التخمينالتحقّ  ����

 لنبرهن أولاً أنI  هي نقطة ثابتة لا تتعلّق بموضع النقطةM  علىd .  
)هي نقطة من المستقيم الثابت  Iالنقطة  )OH . لإثبات أنها ثابتة على هذا المستقيم، يكفي إثبات أن

OI
OHو ���

الاهتمامُ  ثابتٌ، علينا إذن OHولكنّ . ثابت OIمرتبطان خطياً وباتجاهٍ واحدٍ وأن طول  ����
OIبالجداء السلمي  OH⋅

��� ����.  
  
.1  أثبت أن:  

2 2

OI OH OM OI

OM ON

OM OC OC r

⋅ = ⋅

= ⋅

= ⋅ = =

��� ���� ���� ���

���� ����

���� ����
  

.2  استنتج أن :  
.a I  هي نقطة ثابتة من القطعة المستقيمة[ ]OH.  
.b I  هي داخل الدائرةD.  
.c N هي نقطةٌ من الدائرة ′D التي قطرها [ ]OI.  

  دراسة العكس ����

  ؟dمن  Mتقابلها نقطةٌ  ′Dمن  Nهل كل نقطة : تبقى الإجابة عن السؤال الآتي
,: عْ عليه فقط العناصر الثابتةووض . ارسم شكلاً جديداً  1. , , ,H I d′D D . لماذا تقع′D  داخلD ؟  
)، ارسمْ Oمختلفة عن  D′نقطةً من  Nلتكن  2. )NI  فيقطعD  فيB وC ارسمْ مماسَي ،D  من

B وC فيتقاطعان في  M  . علينا إثبات أنM  تقع علىd  . لتكنK  المسقط القائم للنقطةM 
)على  )OH . أثبت أنH K= .  

  .Nاستنتج المحل الهندسي للنقطة . Oعلى  Nتفحص حالة وقوع  3.

  مجموعة نقاط والجداء السلمي 

]منتصف القطعة  O، ولتكن Bو Aنُعطى نقطتين  ]AB . 2نضعAB d= . ٍنقرن بكل نقطةM 
)من المستوي عدداً حقيقيّاً  )f M .فنا تابعاً  نكون بذلك قد عر( )M f M֏ مجموعة  من المستوي إلى

مجموعة جميع النقاط  تعييننهدف إلى . kليكن من جهة أخرى عدداً حقيقياّ ثابتاً . ℝ الأعداد الحقيقية
M قق التي تح( )f M k= في بعض الحالات الخاصّة.   

 4 نشاط
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f:التابع حالة دراسة  ���� M AB AM⋅
���� �����

֏   
)لدينا هنا  )f M AB AM= ⋅

���� �����

AB التي تحقق Mهي مجموعة النقاط  kCو  AM k⋅ =
���� �����.  

)على المستقيم  Mالمسقط القائم للنقطة  H، وليكن kCمن  Mلتكن  1. )AB .  
.a حّة المساواة تحققْ صAB AM AB AH k⋅ = ⋅ =

���� ����� ���� ����.  
.b  استنتج أنH  تنتمي إلىkC  وأن

2

k
AH

d
=.  

.c   نْ، تبعاً لإشارةبيk موضع ،H  على المستقيم( )AB.  
.d  استنتج من الأسئلة السابقة أن M  ٍنقطةٌ من مستقيمٍ ثابت∆.  

لإثبات أن . ∆، كانت إذن نقطةً من kCنقطةً من  Mل السابق، أثبتنا أنه إذا كانت في السؤا 2.
kC =   ؟kCنقطةٌ من  هي ∆أَكل نقطةٍ من : ، يجب الإجابة عن السؤال ∆

  .المطلوبإثبات أنجز ، ثم kCمن  N، كانت ∆على  Nأثبت أنه إذا كانت 

f:التابع  حالة دراسة ���� M MA MB⋅
���� ����

֏  

MAالتي تحقق  Mمجموعة النقاط  kCنبحث عن  MB k⋅ =
���� ����.  

2التي تحقق Mيؤول إلى إيجاد مجموعة النقاط  kCأثبت أن تعيين  1. 2MO d k− =.  
MBلاحظ أنّ  MO OB= +

���� ���� MAو  ��� MO OA= +
���� �������.  

  .باتّباع أسلوب الفقرة السابقة. kCالمجموعة  عيّن 2.
2kناقش تبعاً لإشارة  d+.  

6ABفي حالةِ  kCارسم  3. 16kو = = .  
  
  

M

A O BH
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; إحداثيات الأشعة والنقاط في تمارين هذا البحث هي في معلمٍ متجانسٍ  ,( )O i j
� �.  

   .3و 2، نصفا قطريهما Oفي الشكل دائرتان متمركزتان في  
OI احسب 1. OJ⋅

��� OIو ��� OK⋅
��� OIو ���� OB⋅

��� OBو ���� OA⋅
��������.  

)إحداثيات النقاط في المعلم  باستعمال 2. , , )O i j
� OB ، احسب� AI⋅

������� 
IAو IJ⋅

��� BKو ��� BA⋅
��������.  

  :المجاورالشكل  المبينة فيالمعلومات  باستعمال 
BHاحسب  1. BC⋅

���� ���� ،CH BH⋅
���� ���� ،HA HB⋅

���� ����،( )AB AH AB+ ⋅
���� ���� ����

 
( )AH HC AB+ ⋅
���� ���� ����

 ،( ) ( )AH HB AH HC+ ⋅ +
���� ���� ���� ����

  
3BAأثبت  2. BC⋅ =

���� 2CAو ���� BH⋅ = −
��� ����.  

 ABCD  ٌمركزه  معينO .4OA 3OBو = =.  
ACاحسب  1. AD⋅

���� BOو ���� BC⋅
���� ABو ���� DC⋅

���� ����.  
) المعلم باستعمال 2. ; , )O i j

�   :، احسب�
AB AD⋅
���� OCو  ���� BA⋅

ADو  �������� DC⋅
����.  

] نقطةٌ من نصف المستقيم Aفي الشكل المجاور،    )Ox وA′  مسقطها
]القائم على نصف المستقيم  )Oy  إكما نB  نقطةٌ من[ )Oy وB ′ 

]قائم على مسقطها ال )Ox.  
.1  ن أنبيOA OB OA OB′⋅ = ⋅

�������� ���� ����.  
OAلماذا  2. OB OA OB′ ′⋅ = ⋅

���� ��������   ؟����
 A وB  ،نقطتانd  بالنقطةهو المستقيم المار B  عمودياً على( )ABو ،M  نقطةٌ ما منd.  
2AMأثبت أنّ  1. AB AB⋅ =

�����   .الإثبات ها فيستعمالبعد استعراض المبرهنة الملائمة لا ����
2AMنقطةً تحقق  Mإذا كانت : بالعكس 2. AB AB⋅ =

�����   .dهي نقطةٌ من  M ، أثبت أنّ ����
2الذي معادلته  d يقطعُ المستقيمُ   3y x= ويقطع محور  A محورَ الفواصل في النقطة +

dويقطعُ المستقيم  B التراتيب في النقطة 3yالذي معادلته  ′ x= −   .Cالنقطة  في +
  .Cو Bو Aإحداثيات  احسب 1.
ABاستنتج قيمة الجداء السلّمي  2. AC⋅

���� ����  . 
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] المستقيمة نقطةً من القطعة Iلتكن   ]AB ، ّ4 ولنفترض أنAB 3AIو =  d وليكن. =
)المستقيمَ العمودي على  )AB  في النقطةI . ولتكنC  ق الشرطين5نقطةً تُحقAC = 

12ABو AC⋅ =
���� ����.  

  .dنقطةٌ من المستقيم  Cأنّ  أثبت 1.

.2  تحق النقطةَ  ق أن C  ٌمن الدائرة  نقطةD  التي مركزهاA 5 ونصفُ قطرها.  

12ABالتي تحقق  Cالنقاط  ما عدد 3. AC⋅ =
���� 5ACو ���� ؟ احسب في كل حالة =

�cosBAC.  
 ABCD  مربعٌ طول ضلعهa ،I وJ  منتصفا ضلعيه  بالترتيبهما[ ]AD و[ ]DC . وليكن
θ  قياس الزاوية�

IBJ.  

.1  ق أن5 تحق
2

a
BI BJ= =.  

.2  25استنتج أن cos
4

BI BJ a θ⋅ =
��� ����

.  

BIاكتب  3.
���

BJو 
����

ABبدلالة  
����

ADو 
����

2BIج أن ثم استنت  BJ a⋅ =
��� ����

  .لأقرب درجة θواحسب  
 ABCD ، ٌمستطيلI  نقطةٌ من[ ]DC معرفةٌ كما في الشكل.  
.1  أثبت أن  

2( ) ( )ID DA IC CB ID IC DA+ ⋅ + = ⋅ +
��� ���� ��� ���� ��� ���

  
.2  6استنتج أنIA IB⋅ =

��� �و   ��� 1
cos

5
AIB =.  

)نتأمّل معلماً متجانساً    ; , )O i j
� �.  

2)حسب ا 1. ) ( )i j i j− ⋅ +
� � � � ،( ) ( 2 )i j i j− ⋅ +

� � � �.  
3u نفترض أنّ  2. i⋅ =

2uو  �� j⋅ =
1vو  �� i⋅ =

5vو  �� j⋅ =
��.  

uاحسب مركّبات الشعاعين  �
vو  �

�.  
2استنتج قيمة  � ( 3 )u u v⋅ −

�� � ،2( )u v+
2و �� 2( 2 ) ( 3 )u v u v− − +

� �� �.  
uاحسب   v⋅

uليكون  mلعدد الحقيقي ثم عين ا mبدلالة  ��
vو �

متعامدين وذلك في كل من  �
  :الحالات الآتية 

.1 ( 5,2)u −
)و  � , 2)v m −

�.  
.2 ( , 3 )u m m−

,2)و  � )v m−
�.  

.3 ( 4,2 1)u m m− +
2)و � ,3 )v m m−

�.  
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  لنتعلمّ البحث معاً 

 �����
� ��	�� 
	���  
ABCD  ّعٌ طول ضلعه مربaو ،M  نقطة من[ ]BD  مسقطاها القائمان

)على المستقيمين  )AB و( )AD  هماP وQ على الترتيب.  
) تعامد المستقيمين أثبت )PQ و( )MC دون استعمال مَعلم.  

  نحو الحلّ   ��

  .لنستخلص بعض النتائج من الشكل والافتراضات  �
  .MQDو MPBما طبيعة كل من المثلّثين  1.
AQ يأتيعلّل صحة ما  2. MP PB= APو  = QM QD= =.  

)لإثبات تعامد المستقيمين   � )CM و( )PQ،  ّيمكننا مثلاً إثبات أن. 0PQ CM =
���� ����

ولكن ليس لدينا . 
ر بتحليل كل واحدٍ من هذين لذلك نفكّ . صيغة تفيد في حساب هذا الجداء السلمي مباشرة

الشعاعين، أو أحدهما فقط وذلك سعياً وراء الاستفادة من التعامد المعروف لبعض الأشعّة مثل 
AQ
CDو ����

CM، ومن المساقط القائمة لبعض الأشعة فمثلاً المسقط القائم للشعاع  ...����
) على ���� )DA 

DQ هو
����.  
PQعلّل صحة المساواة  1. AQ AP= −

����   واستنتج أنّ . ��������
PQ CM AQ CM AP CM⋅ = ⋅ − ⋅

���� �������� ���� ���� ����  
  أثبت أنّ  2.

  AQ CM AQ DQ AQ DQ

AP CM BP AP

⋅ = ⋅ = − ×

⋅ = − ×

���� ���� ���� ����

���� ����
�

�
  

  ماذا تستنتج؟ 3.
  .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

  ����� ً	 	�! �"�	�ُ� �$�!�  
)نُعطى في معلم متجانس  ; , )O i j

� ) شعاعاً غير معدوم � , )u a b
  :تينالآتيتكافؤ الخاصّتين  أثبت .�

� v
uعمودي على  �

�   
vمركّبتا الشعاع  �

)هما  � , )kb ka− حيث k  منℝ.  
vالأشعّة  جد :تطبيق

,2)لعموديّة على الشعاع وا 1التي نظيمها يساوي  � 3)u −
�.  
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  نحو الحلّ   ��

  :تكافؤ خاصّتين نناقش على مرحلتينلإثبات   �
vنفترض أنّ  �

uعمودي على  �
vشعاع مركّبتا ال بحيث تكون    kونبرهن على وجود عدد حقيقي  �

� 
)هما  , )kb ka−. 

)وبالعكس، إذا كان  � , )v kb ka−
uعدد حقيقي،  كان الشعاعان  kحيث ، �

vو �
  . متعامدين �

)لنفترض إذن أنّ  1. , )v x y
uعمودي على  �

0axأثبت أنّ . � by+ واستنتج المطلوب . =
0aمُناقشاً حالة  0aوحالة  = ≠.  

)لآن أنّ أثبت ا 2. , )v kb ka−
uعمودي على  �

� .  
)إذا كان .  استناداً إلى ما سبق:  التطبيق  � , )u a b

)كان الشعاع  � , )w b a−
uعموديّاً على  �

�  وكان كل 
uشعاع عمودي على 
vمن الشكل � kw=

�   .1 وعلينا هنا إيجاد هذه الأشعّة التي نظيمها يساوي. �
vأثبت أنّ  1. kw=

� 3 حيث � 2v i j= +
� ��.  

vاستنتج أنّ  2. k w= ×
� �� .  

wاحسب  3.
1vالتي تجعل  kواستنتج قيم  � =

  .واستنتج المطلوب. �
  .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

  �%& �'�� ���	(�)  *��  
  ةالآتي �العلاقة  أثبت .Dو Cو Bو Aنُعطى أربع نقاط 

0DC AB DA BC DB CA⋅ + ⋅ + ⋅ =
���� ���� ������� ���� ����  

  .تلاقي ارتفاعات المثلّث في نقطة واحدة جواستنت
  نحو الحلّ   ��

  :لذلك أمامنا أسلوبان . على الإطلاق افتراضاتوجود  اللافت في هذا التمرين هو عدم  �
استعمال معلم متجانس، وهنا يمكن اختيار إحدى النقاط الأربع مبدأ، واختيار إحدى النقاط  �

 . الثلاث الأخرى على محور التراتيب وذلك تسهيلاً للحساب

  . 0 علاقات شال بأسلوب مناسب بهدف تحويل الطرف الأيسر والوصول إلى استعمال �
0ABلاحظ أنّ  1. BC CA+ + =

���� ���� ���   يُكتب  �واستنتج أنّ الطرف الأيسر من  �
( ) ( )AC DC DB BC DA DC⋅ − + ⋅ −

���� ���� ���� ���� ���� ����

  
  . استنتج المطلوب 2.
  

14 
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لنتأمّل الشكل . بقي أن نثبت تلاقي ارتفاعات المثلّث في نقطة واحدة  �
 Bوالارتفاعين النازلين من  ABCالمجاور الذي رسمنا فيه المثلّث 

لإثبات تلاقي الارتفاعات . Hاللذين يتقاطعان في النقطة  Cو
)أنّ المستقيمين الثلاثة يكفي أن نثبت  )AH و( )BC متعامدان.  

)لإثبات تعامد المستقيمين  �استفد من  )AH و( )BC.  
  .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

 ً	$�)�)+ ,-��. �/ 0	1�  
وأنّ  Hو Aتقع بين  Bواقعة على استقامة واحدة، نفترض أنّ  Hو Bو Aنُعطى ثلاث نقاط 

4AB 1BHو = )عموديّاً على  Hهو المستقيم المار بالنقطة  ∆المستقيم .  = )AB  . النقطة
M  نقطة مختلفة عنH  عندئذ يتقاطع المستقيم .  ∆تتحوّل علىd  المار بالنقطةA  ًعموديّا

)على  )AM  مع المستقيمd )عموديّاً على  Bالمار بالنقطة  ′ )BM  بالنقطةN.  
 ∆على  Mعندما تتحوّل Nالمحل الهندسي للنقطة  عيّن بالاستعانة بمعلم متجانس مناسب

  .Hمحذوفاً منه 
  حو الحلّ ن  ��

لننشئ الشكل المناسب ولنضع عليه العناصر الثابتة باللون الأزرق   �
  .والعناصر المتحوّلة باللون الأحمر

  .الموافقة Nوأنشئ بعناية النقاط  Mاختر عدداً من النقاط  1.

  ماذا تقترح بشأن المحلّ الهندسي المطلوب ؟  2.
)نختار إذن المعلم .  معادلةً بسيطة ∆نختار معلماً متجانساً مناسباً يكون فيه للمستقيم   � ; , )H i j

� � 
  .Bالنقطة  إحداثيّتي (1,0)الذي تكون فيه 

  ؟  Aو Hما هي إحداثيّات النقطتين  1.

  ؟  ∆وما هي معادلة المستقيم  2.
)نبحث عن الإحداثيات  Nلإيجاد مجموعة النقاط   � , )x y لهذه النقاط بدلالة إحداثيّات  M  . لمّا

وكان ترتيبها  0مساوية  Mلة ، كانت فاصHمحذوفاً منه  ∆تتحوّل على المستقيم  Mكانت 
  .m أي عدد غير معدوم وليكن

BMبالاستفادة من تعامد  1.
BNو �����

AM، ومن تعامد ����
ANو �����

)أثبت أنّ  ���� , )N x y  تُحقّق
1my : المعادلتين x= 5و − 25my x=   ؟  −

  . ، أَعطِ معادلته∆′تنتمي إلى مستقيم ثابت  N، وبين أنّ Nاستنتج إحداثيّات  2.
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 N، وعلينا أن نتبيّن إذا كانت النقطة ∆′محتوى في المستقيم  Nإذن المحلّ الهندسي للنقاط  3.
كامل المجموعة  mاستنتج المطلوب بعد ملاحظة أنّه عندما ترسم .  ∆′ترسم كامل المستقيم 

∗ℝ  5يرسم المقدار

m
  .المجموعة نفسها 

  .واكتبهُ بلغةٍ سليمةأنجزِ البرهانَ 

  

     قدُُماً إلى الأمام 
  .ABCنقطة تلاقي ارتفاعات مثلث  H لتكن 
.1  2  أثبت أن 2 2 2AB AH HB AH HB= + + ⋅

���� ����   
 2  وأن 2 2 2AC AH HC AH HC= + + ⋅

���� ����  
.2  2استنتج أن 2 2 2AB AC HB HC− = −  .  

 2��30 4� ��
�'	5 ���� 26%  
يمرC .  نقطة لا تقعُ على M ، ولتكنRونصفُ قطرها  Oالدائرةَ التي مركزُها  C لتكن

نهدف . Dو Cخر في ، ويقطعها الآBو Aفي  C، يقطع أحدُهما الدائرة Mمستقيمان بالنقطة 
 إلى إثبات أن MA MB MC MD⋅ = ⋅

���� ���� �����   .Aالنقطة المقابلة قطرياً للنقطة  ′Aلتكن . ����
  .، وخارجها في الآخرCفي أحدهما داخل الدائرة  M ارسم شكلين، تكون 1.
.2  أثبت أنMA MB MA MA′⋅ = ⋅

��������� ��������.  
.3  2أثبت أن 2MA MA MO R′⋅ = −

��������� استنتج أن ثم  ،  

MA MB MC MD⋅ = ⋅
���� ���� ���� ����  

MAإذن لا يتعلّق الجداء السلمي   MB⋅
���� عن مركز الدائرة، إذ يساوي  M ببعد النقطة إلاّ  ����

2 2MO R− . قوةَ النقطة يسمّى هذا العددM بالنسبة إلى الدائرة C . وهو موجبٌ تماماً عندما
  .داخلها Mخارج الدائرة وسالب تماماً عندما تقعُ  Mتقعُ 

 ABC  مثلثٌ، فيهI منتصف[ ]BCو ،H  المسقط القائم للنقطةA على[ ]BC.  
.1  2أثبت أن 2 ( ) ( ) 2AC AB AC AB AC AB AI BC− = + ⋅ − = ⋅

���� ���� ���� ���� ��� ����

.  
.2  2استنتج أن 2 2AC AB HI BC− = ⋅

��� ����.  
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 ABC  5مثلثٌ فيهAB =، 6AC 15ABو = AC⋅ =
���� ����.  

  .�BACاحسب قياساً للزاوية 1.

)2احسب 2. )BA AC+
���� ����

  .BCواستنتج  
.3.a اً كان الشعاعانأثبت أنه أيu

vو �
2 ، كان� 2 2

2u v u v u v− = + − ⋅
� � �� � �  

.b من  هذه العلاقة استعمل لحساب كلCA CB⋅
��� BAو ���� BC⋅

���� ����.  
.c  ،ِمن الزاويتين  باستعمالأعط الآلة الحاسبة، قيمةً تقريبية لقياس كل�ABC و�ACB.  
)على المستقيم  Aالمسقط القائم للنقطة  Hيكن ل 4. )BC.  
.a  أثبت أنH هي نقطةٌ من القطعة المستقيمة[ ]BC.  
.b احسب كلاً منAH  و مساحة المثلثABC.  

  بنشر ADتأمّل الشكل المجاور واحسب المقدار  

2( )AB BC CD+ +
���� ���� ����

.  
  
  

uنتأمّل شعاعين  
vو �

  .−4 يساوي هما السلميءجدانفترض أنّ ، و 3و 2 بالترتيبهما ي، نظيم�
.1.a 2 احسب( )u v+

uواستنتج  �� v+
�� ،  

.b  2احسبu v−
�� .  

.2.a  احسب بدلالة العددx 2المقدار( )xu v−
��.  

.b  واستنتج قيمx  6ق التي تُحقxu v− =
��.  

 A وB وC ثلاث نقاط على استقامة واحدة، وB  تقع بينA 
عمودياً على  Aعلى المستقيم المرسوم من  Oأُخذت نقطةٌ . Cو

) المستقيم )AB . أثبت أن  
2OB OC OA AB AC⋅ = + ⋅
���� �������� ����  

  .θة في الحالة الموافقة للشكل المرسوم جانباً، احسب الزاوي :تطبيق

)نتأمّل في معلم متجانس    ; , )O i j
� اللتين تجعلان كلاً من  Cو B نيوالنقطت ،A(3,1) ، النقطة�

u نضع .O متساوي الساقين وقائم الزاوية في COAو BOAالمثلثين  OA=
����

�.  
 إيجاد إحداثيات  «أثبت أنB وC«  يؤول إلى إيجاد الأشعةn

والعمودية  10ذات النظيم  �
uعلى 
nهذه الأشعة  عيّن .�

  .Cو B، ثمُّ استنتج إحداثيات �
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)تأمّل في معلم متجانسن  ; , )O i j
� ,3) ، النقطة� 4)A . ونتأمّل على المستقيم المرسوم منA 

)عمودياً على  )OAالنقطتين ،B وC اظرتين بالنسبة إلى المتنA  واللتين تجعلان المثلثBOC 
  .متساوي الأضلاع

.1.a احسبOA  5 وأثبت أن 3

3
AB =.   

.b  إيجاد إحداثيات «استنتج أنB وC «  يؤول إلى إيجاد الأشعةn
5ذات النظيم  � 3

3
 

OAوالعمودية على
����.  

nالأشعة  عيّن 2.
  .Cو B، ثمُّ استنتج إحداثيات �

) نتأمّل في معلمٍ متجانس  ; , )O i j
� dو d ، مستقيمين� 3معادلتاهما على التوالي  ′

2 3y x= + 
2و 10y x= − d، ويقطعُ المستقيمُ Bمحورَ التراتيب في  dستقيمُ يقطعُ الم. + محورَ الفواصل  ′

dو d، ويتقاطعُ Cفي    .�BAC للزاوية α وأعطِ قياساً . ارسمْ شكلاً  . Aفي  ′
)في معلمٍ متجانس   ; , )O i j

� متوضّعة وفق ما  Cو Bو A، النقاط �
  .يبينه الشكل المجاور

  .Cو Bو Aاحسب إحداثيات النقاط  1.

  .αاستنتج قياساً تقريبيّاً للزاوية  2.
 ABC  مثلثٌ قائم فيA،H  هي المسقط القائم للنقطةA  على( )BC وI  هي منتصف

[ ]BC .J  المسقط القائم للنقطةH  على( )ABو ،K  المسقط القائم للنقطةH على ( )AC.  
.1  2أثبت أنAB JK AC JK AI JK⋅ + ⋅ = ⋅

���� ���� ������� ���� ����.  
.2  أثبت أنAB JK AB HA⋅ = ⋅

���� ���� �������� ، وأنAC JK AC AH⋅ = ⋅
���� ���� ��������.  

) استنتج مما سبق أنّ المستقيمين 3. )AI و( )JK متعامدان.  
 هي منتصف القطعة I.ا في الشكلكم Dو Cو Bو Aوأربع نقاط  ،�xOyنتأمّل زاويةً قائمة  

[ ]AD .المستقيمين نريد إثبات أن ( )BC و( )OI متعامدان .  
  حل تحليلي: أولاً 

)نختار معلماً متجانساً  , , )O i j
� ) يكون فيه � , 0)A a 0)و, )D b حيث 

0a 0bو < >.  
عْ عليه هذا المعلم 1. ارسم شكلاً ووض.  
  .Iو Cو Bإحداثيات النقاط  bو aاحسب بدلالة  2.
) استنتج أن المستقيمين 3. )OI و( )BC متعامدان.  

28 

27 

26 

25 

24
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  هندسي حل : ثانياً 
.1  ق من أن2تحقOI OA OD= +

������� ���� واستنتج أن ،  

2OI CB OA OB OC OD⋅ = ⋅ − ⋅
������� ���� ���� ���� ����  

) أثبت إذنْ أن المستقيمين 2. )OI و( )BC متعامدان.  
 a وb وc ثلاثةُ أعداد حقيقيّة ليست معدومة وb c≠ . في معلمٍ متجانس( , , )O i j

� ، تعطى �
,0)النقاط  )A a و( , 0)B b و( , 0)C c .نرمز إلى نقطة تلاقي ارتفاعات المثلث ABC بالرمز H ،
)عمودياً على  Bإلى المستقيم المرسوم من  dوبالرمز )BC وبالرمز d إلى المستقيم المرسوم  ′

) عمودياً على Cمن  )BC .رُ من نمر O  المستقيم العمودي على( )AB  فيلتقيd  في النقطة
P  والمستقيم العمودي على( )AC  فيلتقيd   .Qفي  ′
bcيساوي Hأثبت أن ترتيب  1.

a
0BH: مساعدة ( . − AC⋅ =

��������(  

  .cو bو aبدلالة  Qو Pاحسب تراتيب النقاط  2.

  . تقع على استقامة واحدة Hو Qو Pاستنتج مما سبق أن النقاط  3.
 �'�� 7���
�  Euler 8)9:3 ;  
  .ان مستقلاّنالآتيالان السؤ  .أسئلة تمهيدية: أولاً 
.1A وB وC الشعاع الوحيد . ثلاثُ نقاطٍ ليست على استقامة واحدة أثبت أنu

الذي يحقق  �
0u AB⋅ =

����
0uو � BC⋅ =

����
  .هو الشعاع المعدوم �

.2OBC  مثلثٌ متساوي الساقين فيO . أثبت أن( ) 0OA OC BC+ ⋅ =
���� ���� ����

 .  
هي نقطة تلاقي  O،Hهي الدائرة المارة برؤوسه والتي مركزها  Γمثلثٌ ما،  ABC .ثانياً 

  . هي مركز ثقله Gارتفاعاته، و
HO، والعلاقةأولاً في  2. باستعمال 1. OA HA+ =

����   :أثبت ما يلي  ��������
1  إن( ) 0HO OA OB OC BC+ + + ⋅ =

�������� ���� ���� ���� .  
)إن  وبالمثل 2 ) 0HO OA OB OC AB+ + + ⋅ =

���� ���� ���� ���� ����

.   
OHاستنتج أن  ، أولاً في  1. باستعمال 3 OA OB OC= + +

�������� ���� ����.  
0GAالحسبان أن في أخذ ن 2. GB GC+ + =

���� ���� ���� � .   
1  3أثبت أنOA OB OC OG+ + =

���� ���� ���� ����.  
2  استنتج مما سبق أنO وH وG المستقيمُ  هو »لريأو مستقيم «(. تقع على استقامة واحدة

  .)ر بهذه النقاطالما

30 

29 
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بكل نقرن، . dعلى  Oالمسقط القائم للنقطة  H، ولتكن O و نقطةً خارجه dنتأمّل مستقيماً  
M، نقطةً dمن  Mنقطة متغيرة  Mو Mو O: قُ الشرطينتحقّ  ′ على استقامة واحدة   ′

2OMو OM OH′⋅ =
���������.  

.1.a  ق أن2تحقOM OH OH⋅ =
���� ����.  

.b  استنتج أنM )على  Hهي المسقط القائم للنقطة  ′ )OM.  
Mللنقطة  Lسي نهدف إلى إيجاد المحل الهند 2.   .dالمستقيم  Mعندما ترسمُ  ′
.a  أثبت أنM فُهايُ  Cتنتمي إلى دائرة  ′ طلبُ تعر . بذا نكون قد أثبتنا أنL  محتوى فيC.  
.b نقطةٍ : الآتيتبقى الإجابةُ عن السؤال  ،بالعكس أكلM ؟ خذْ نقطةً Lهي نقطةٌ من  Cمن  ′

Mما  )، يقطعُ المستقيمُ Oتختلف عن  Cمن  ′ )OM أثبت أنM . في dالمستقيمَ  ′
2OM OM OH′⋅ =

��������� .  
.c  استنتج المحل الهندسيL  للنقطة  عندماM   .dالمستقيم  Mعندما ترسمُ  ′
 ABC  ٌمستقيمٌ متحوّل يمر بالنقطة  ∆ما، و مثلثA ومختلف ،

)عن كل من  )AB و( )AC .B Cو ′ ان هما المسقطان القائم ′
Bهي المسقط القائم للنقطة  Pالنقطة . ∆على  Cو Bللنقطتين  ′ 

)على  )AC والنقطة ،Q  هي المسقط القائم للنقطةC )على  ′ )AB .
)أخيراً، يتقاطع المستقيمان  )B P′ و( )C Q′  فيM.  

  ما العناصر الثابتة في الشكل؟ وما العناصر المتحولة؟ 1.

.2.a  0تحققْ أنAB C M′⋅ =
��������� استعمل ، ثم C M AM AC′ ′= −

�����   :أن  لاستنتاج ����������
AB AM AB AC ′⋅ = ⋅

��������� ����� ABو ���� AM AB AC′ ′⋅ = ⋅
���� ��������� �����.  

ACأثبت بالمثل أنّ  AM AC AB′ ′⋅ = ⋅
����� �������� �����.  

.b  المستقيمين استنتج من الأسئلة السابقة أن ( )AM و( )BC متعامدان.   
  .∆عندما يتحوّل  Mما الخط الثابت الذي تتحوّل عليه  3.
) نتأمّل في معلمٍ متجانس  ; , )O i j

� )و B(0,6)و A(3,2)النقاط  � , )M x y.  
OAكلاً من ، yو xاحسب، بدلالة  1. OM⋅

���� OBو ���� OM⋅
���� ����.  

.2.a  مجموعة النقاط ∆1أثبت أن ،M  18التي تحققOA OM⋅ =
����   .، هي مستقيمٌ يطلبُ رسمه����

.b  مجموعة النقاط ∆2أثبت أن ،M  18التي تحققOB OM⋅ =
����   .، هي مستقيمٌ يطلبُ رسمه����

.3.a  أثبت وجود نقطة وحيدةC  18تحققOA OC OB OC⋅ = ⋅ =
���� ���� ����   .يطلب إيجاد إحداثياتها ����

.b المستقيمين أثبت أن ( )OC و( )AB متعامدان.  

33 
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)نتأمّل في معلمٍ متجانسٍ    ; , )O i j
� )، النقاط � 3,1)A )و B(1,5)و − , )M x y.  

.1  2أثبت أن 2 8 8 16MA MB x y− = + −.  

2التي تحققُ  Mارسم مجموعةَ النقاط  2. 2 8MA MB− = −.  

 ABCD  ومركزه  2مربعٌ طولُ ضلعه يساويOو ،I  منتصف[ ]AB.  
2ABالتي تحقّق  Mأن مجموعة النقاط أثبت  1. AM⋅ =

���� �����

)هي المستقيم   )OI.  
.2.a   2 أثبت أن 1MA MB IM⋅ = −

���� ����.  
.b  مجموعة النقاط استنتج أنM ق  التي4تحقMA MB⋅ =

���� وتمرI  هي الدائرة التي مركزها  ����
  .Cبالنقطة 

 ABCD  و2مربعٌ طول ضلعه يساوي ،I  منتصف[ ]AB.   
.1.a  أثبت أنه أينما كانت النقطةMكان ،:  

2 2 ( ) ( ) 2MA MB MA MB MA MB IM AB− = + ⋅ − = ⋅
���� ���� �������� ���� ����  

.b مجموعة النقاط استنتج أن M  2التي تحقق 2 4MA MB−  Mهي مجموعة النقاط  =
2IMالتي تحقق AB⋅ =

��������.  
2التي تحقق  Mمجموعة النقاط أن أثبت  2. 2 4MA MB− )هي المستقيم  = )BC.  

 [ ]AB  قطرٌ في دائرةC  مركزهاO . نقطة نقرن بكلM  مختلفةA  منC  النقطةM من  ′
)المستقيم  )AM  2التي تُحقّقAM AM AB′⋅ =

Mللنقطة  Lما المحلّ الهندسي . ���������� عندما  ′
  .Aمحذوفاً منها النقطة  Cعلى الدائرة  Mتتحوّل 

Bو ′Aلتكن . ∆ومستقيماً  ABCنتأمّل مثلّثاً   Cو ′  Aنقاط الترتيب، المساقط القائمة للب، ′
Bهي نقطة تقاطع المستقيم المار بالنقطة  Oالنقطة . ∆على  Cو Bو )عمودياً على  ′ )AC 

Cمع المستقيم المار بالنقطة  )عمودياً على  ′ )AB . أثبت أنّ المستقيمين( )OA′ و( )BC 
   .متعامدان

uليكن 
OAميين ن السل يْ عبّر عن الجداءَ .  ∆شعاع واحدة يوجّه المستقيم  � AC′ ⋅

���� OAو ���� AB′ ⋅
���� ���� 

uبدلالة 
ABو �

ACو ����
����.  
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  ميل� الجداء السُ  تطبيقاتُ 
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في خراسان  (1201-1274) �صر ا�ين الطوسي وُِ�َ   
الإنتاج، و7 ما يزيد ن فيلسوفاً وفلكياً ور0ضياتياً غزير وكا
النسخ النهائية لتراجم أعمال  تضمّ بينهاكتاCً  مئة وخمسين عن

  . إقليدس وأرخميدس وبطليموس

مؤلـّف وهو كتاب  الرCعيالرCعيالرCعيالرCعي    الشكلالشكلالشكلالشكلفي الهندسة كتاب  الطوسي أهم ما كتب
 الطوسي وضع فيهوقد ، يعالج المثلثات الكروية معالجة موسعة من خمسة أجزاء

 kثات وتعامل معه لأوّل مرّة بصفته علماً قائماً بذاته مسـتقلاً عن علم سس علم المثل� ا
yالف.  

قانون نجد في هذا الكتاب ما يعُرف في يومنا هذا Cسم 
ا�ي ينص على أنّ نسـبة طول أي The sine law  يبالج 

ضلع في مثلث إلى جيب الزاوية التي تقابل هذا الضلع مقدار 
   :�بت

  
� � �sin sinsin

b

B

c

C

a

A
= =  

ثات Cسـتعمال أدوات حديثة مثل سنسـتكشف في هذا البحث علم المثلّ 
الأشعّة والجداء السلمي، وهي أدوات لم تكن موجودة في عهد �صر ا�ين 

  .الطوسي

 الطوسي

A B

C

a

c

b
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��ّ���� 	�
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  نطلاقة نشطةا 

BC، جرت العادة أن نرمزABCفي حالة مثلّث  a= وCA b=  
ABو c= بالرمز رمزن، كماS ونكتب . إلى مساحة سطح المثلث� �A BAC= 
�و �B CBA= و� �C ACB=.  

  :الخواص الآتية، Aقائم في  ،ABCحالة مثلّث  رأينا في

2 بعلاقة فيثاغورث القائم المثلث ترتبط أضلاع ���� 2 2a b c= +. 

 .يساوي نصف طول الوتر في المثلث القائم طول المتوسط المتعلق بالوتر ����

1العلاقة ب القائم مساحة المثلث تحسب ����
2

S bc=. 

sinbˆ ترتبط أطوال أضلاع المثلث وزواياه بعلاقات مثل ���� a B=. 

  كيف تصبح هذه العلاقات في المثلث غير القائم؟ 

  ثفي المثل العدديةالعلاقات   

.1.1    ��
��� ����            

 
    1مُبرهَنة  

  باستعمال الرموز السابقة لدينا
�2 2 2 2 cosa b c bc A= + −  

    ثباتالإ
BC لمّا كان AC AB= −

����   ، استنتجنا أنّ ��������
2 2 2 2( ) 2BC AC AB AC AB AC AB= − = + − ⋅

���� ���� ���� ����
  

2ولكن  2AC b= 2و 2AB c= و�cosAC AB AC AB A⋅ = × ×
����   ، إذن����

  �2 2 2 2 cosa b c bc A= + −  

  
�2 نجد بالمثل 2 2 2 cosb a c ac B= + �2 و  − 2 2 2 cosc a b ab C= + −.  

A B

C

a

c

b
S

A B

C

a

c

b
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.2.1 ����� ���� !            

 
    2222مُبرهَنة  

ABC ،والنقطة مثلث I  منتصف[ ]BC .نإذ  
2

2 2 22
2

BC
AB AC AI+ = +  

    الإثبات
AB لمّا كان AI IB= +

���� ��� ���
ACو   AI IC AI IB= + = −

���� ��� ��� ��� ���
  استنتجنا أنّ  

2 2 2 2

2 2 2 2

( ) 2

( ) 2

AB AI IB AI IB AI IB

AC AI IB AI IB AI IB

= + = + + ⋅

= − = + − ⋅

��� ��� ��� ���

��� ��� ��� ���
�

�

  

 2ينتج بالجمع أن 22 2AI IB= +  2 2AB AC+ 1، ولكن
2IB BC=عويض في ، نستنتج إذن، بالت

  :يأتيالعلاقة الأخيرة، ما 
2

2 2 22
2

BC
AB AC AI+ = +  

  
  نجد �من  �ة بطرح العلاق

2 2 4 2 2AB AC AI IB AI CB HI CB− = ⋅ = ⋅ = ⋅
��� ������ ���� ��� ����.  

.3.1    �"�� # $%&' �
����"�� # $%&' �
����"�� # $%&' �
����"�� # $%&' �
���((((        
    

 
    3مُبرهَنة  

�1باستعمال الرموز المتعارفة لدينا 
2
sinS bc A=.  

    الإثبات
 1نعلم أن

2S AB CH= �عندما تكون . ×
A  حادة، يكون  

�sinCH CA A= ×  
�وعندما تكون 

A منفرجة، يكون  
� �sin( ) sinCH CA A CA A= × π− = ×  

  :  وبذلك يكون في كلتا الحالتين
� �1 1

sin sin
2 2

S AB AC A bc A= × =  

  

A B

C

H

A B

C

H c

c

b

b

A

B CI

A

B CIH
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    نتيجة 
� نجدُ أن ، 3استناداً إلى المبرهنة  � �2 sin sin sinS bc A ac B ba C= = على  2S، إذن بتقسيم =

abcنحصل على ،  
� � �2 sin sin sinS A B C

abc a b c
= = =  

 ولمّا كانت جيوب زوايا المثلث مختلفة عن الصفر، استنتجنا أنّ 
� � �sin sin sin

a b c

A B C
= =.  

 للفهمتكريساً   
   بماذا تفيد هذه العلاقات المثلثية ؟ 

�مثلث  في حساب قياسات زوايا � � �, ,A B C  عند معرفة أطوال أضلاعه, ,a b c.  
  .بعضها معرفة قياسات جميع زواياه انطلاقاً منفي حساب أطوال جميع أضلاعه و  �
  .في حساب أطوال ارتفاعاته ومتوسطاته �

  الحساب في المثلّث 
ABC ،32فيه  مثلث, 28, 20a b c= = قياسات تقريبية  أعطِ . ، وفق الترميز المألوف=
�للزوايا 

A و�B و�C  من المتوسط والارتفاع المرسومين من واحسب طول كلA. ل  
  
�2لمّا كان . حساب الزوايا � 2 2 2 cosa b c bc A= +   ، إذن استنتجنا أنّ −

�2 2 232 28 20 2 28 20 cosA= + − × × ×  
�إذن  1
7cosA �0ولأنّ .  = A< < π  قيمةٌ تقريبية لقياس  �82الآلة الحاسبة أنّ  باستعمالاستنتجنا�A 

  .مقرّباً إلى أقرب درجة
�2 الكاشي وبأسلوب مماثل، انطلاقاً من علاقة 2 2 2 cosb a c ac B= + �، نجد − 1

2cosB ، إذن =
� 60B = �بسهولة من  �Cوأخيراً نحسبُ . � � � 180A B C+ + = �.  

AHلنضع . الارتفاعحساب  � h= .نستخلصُ من العلاقات  
�1 1

sin
2 2

S ah ac B= =  

�sin  أنّ  20 sin 60 10 3h c B= = =�  
]  منتصف Iليكن  . حساب المتوسط  � ]BC ولنضع ،AI m=  . مبرهنة المتوسط، لدينا، استناداً إلى
 يأتيما 

2
2 2 22

2

a
c b m+ =   ، إذن+

2 2 2 2 2 2
2 28 20 32

16 21
2 4 2 4

b c a
m

+ +
= − = − = ×  

4ومن ثَمّ  21m =.  

 مثال

    الحل
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  الحساب في المثلّث 
ABC  4مثلثٌ، عُلِم فيهa �و = 75B = �و � 45C =   ل .cو bاحسب . �

 
. cو bو �Aونريد حساب بقيّة العناصر وهي . �Cو �Bن يوزاويت a اً نعلم من عناصر المثلث ضلع

�في كتابة  �Cو �Bتفيدنا معرفةُ  180 (75 45 ) 60A = − + =� � �  من علاقة الجيب نستفيدُ ثمُّ . �

� � �sin sinsin

a b c

B CA
=   فنجد  =

4

sin60 sin75 sin 45

b c
= =� � �  

  ولمّا كان
3

sin 60
2

2و     �=
sin 45

2
=�  

  استنتجنا 
2 2 4 6

4 3.27
2 33

8 3
sin 75 4.46

3

a

b

= × × = ≈

= ≈�
  

 
     تَدربْ  

�   ABC  ٌمن الحالات الآتية، أطوال الأضلاع وقياسات .مثلث الزوايا الباقية احسب، في كل.    

� 2 3AB = 1ACو + �و = 60BAC = �.  
� � 120ABC = �و � 15ACB = 2BCو � =.  
� 2 3AB 6و = 2BC = 6و + 2CA = −.  

  :في حالة الشكل المرسوم جانباً، احسب �
  .ABCمساحة المثلث �
  .ABCمحيط المثلث �

  :في حالة الشكل المرسوم جانباً، احسب �
  .AI احسب طول المتوسط �
  .احسب طولي المتوسطين الآخرين �

5 همساحت ABCنتأمّل مثلثاً  	 4AB، وفيه3 �و = 60BAC = ، واستنتج أنAC احسب . �
21BC =.  

  

    الحل

 مثال

A

B C

60�
3 4

A

B C

8 9

10
I
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  ميوالجداء السل    المستقيم  

.1.2 
)  
  *َ�,)-  # *����  ��.  

 
   4مُبرهَنة  

  :ما في مَعْلَمٍ 
0axمستقيم معادلة بالصيغة  لكل � by c+ + )ويكون الشعاع  ،= , )u b a−

هاً له � شعاعاً موج.  
)وبالعكس، مجموعة النقاط  � , )M x y  0التي تحقق إحداثياتهاax by c+ + ) حيث = , )a b  لا

هٌ بالشعاع (0,0)يساوي  هي مستقيمٌ موج ،( , )u b a−
� .  

    الإثبات

  :ثبات الجزء الأوّل نناقش حالتينلإ �

yإذا لم يكن المستقيم موازياً محور التراتيب، كانت   � mx p= معادلةً له، وكان الشعاع  +
(1, )u m
�

aيكفي إذن أن نختار . شُعاعاً موجّهاً له  m= 1وb = cوأخيراً  − p=.  

xأمّا إذا كان المستقيم موازياً محور التراتيب، كانت له معادلة من الشكل  � k=ان الشعاع ، وك
( )0,1u
1aيكفي إذن أن نختار . شُعاعاً موجّهاً له � 0bو = cوأخيراً  = k= −. 

  :اني نناقش أيضاً حالتينلإثبات الجزء الث �

0bإذا كان   � 0axالمعادلة أمكن كتابة  .≠ by c+ +   بالشكل  =

� �
m p

a c
y x

b b
= − − 

,1)فهي إذن معادلة مستقيم يقبل الشعاع  )a
b

شعاعاً موجّهاً، ولأنّ هذا الشعاع مرتبط خطيّاً  −
)بالشعاع  , )u b a−

0axاستنتجنا أنّ المعادلة  � by c+ + ) تمثّل مستقيماً يقبل = , )u b a−
� 

 .شعاعاً موجّهاً 

0bإذا كان  � 0aوجب أن يكون  = 0axأمكن كتابة المعادلة و  .≠ by c+ + بالشكل  =
/x c a= )وهي معادلة مستقيم موجّه بالشعاع  − )0,1u

�. 
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.2.2  *����  ��.
) / *0
��� 1
)2��  

 
    1 تعريف

nإذا كان شعاعٌ غير معدومٍ 
، قلنا dعمودياً على شعاع موجّه لمستقيم  �

 إنn
  .dناظمٌ على المستقيم  �

nيقبل شعاعاً ناظماً  dنقطة من مستقيم  A فإذا كانت CD=
، عندئذ �����

0AMإذا وفقط إذا كان  dإلى المستقيم  Mتنتمي النقطة  n⋅ =
����� أو  �

0AM CD⋅ =
����� ����.  

 
    5مُبرهَنة  

0axإذا كانت . متجانسفي مَعْلَمٍ  by c+ + ) حيث ،= , ) (0,0)a b  كان، d، معادلة مستقيم ≠
)الشعاع  , )n a b

  .dشعاعاً ناظماً على  �

    تالإثبا

) يكون الشعاع 4عملاً بالمبرهنة  , )u b a−
  ولمّا كان . dشعاعَ توجيهٍ للمستقيم  �

( ) 0n u a b ba⋅ = × − + =
� �  

nاستنتجنا أنّ 
uو �

nمتعامدان، فيكون  �
  .dناظماً على المستقيم شعاعاً  �

 
    6مُبرهَنة  
)غير المعدوم إذا كان الشعاع . متجانسفي مَعْلَمٍ  , )n a b

، كان dشعاعاً ناظماً على مستقيم  �
0ax معادلة من الشكل dللمستقيم  by c+ + =.  

    الإثبات

)هو مجموعة النقاط  d، 1استناداً إلى التعريف  ),M x y  0التي تحققAM n⋅ =
����� 0و � 0( , )A x y  ٌنقطة

0AMوتترجم المساواة . dمن  n⋅ =
�����   بالشكل �

0 0( ) ( ) 0x x a y y b− + − =  
  بالصيغة المكافئة أو

0ax by c+ + =  

0 إذْ  0c ax by= − 0axوعليه فإنّ . − by c+ +   .dهي معادلة للمستقيم  =

A
M

C

D

d
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.3.2  3
 
)��� �
�������  

 
    7مُبرهَنة  

dو d نتأمّل مستقيمين. في مَعْلَمٍ متجانس   معادلتاهما ′
0ax by c+ + 0aو = x b y c′ ′ ′+ + =  

0aa متعامدين إذا وفقط إذا كان ′dو dيكون المستقيمان . الترتيبب bb′ ′+ =.  

    الإثبات
)الشعاع  , )n a b

)و الشعاع  dشعاعٌ ناظمٌ على المستقيم  � , )n a b′ ′ ′
dشعاعٌ ناظمٌ على المستقيم  � ′ .

dو dفالقولُ إنّ المستقيمين  nمتعامدان، يكافئُ القولَ إنّ الشعاعين  ′
nو � ′

متعامدان، أي  �
0n n ′⋅ =

� 0aa، أو � bb′ ′+ =.  

dو dإذا كان  yمستقيمين مائلين، معادلتاهما  ′ mx p= yو + m x p′ ′=  كان، بالترتيب  +
1mm شرط تعامدهما ′ = −.  

 تكريساً للفهم 

  ؟ 6و 5و 4كيف نستخدم المبرهنات  

  .من معادلته جزءإنّ معرفة شعاع ناظم على مستقيم، يعني معرفة  .6المبرهنة  �

   
n(2,3)إذا كان

2، كانت dناظماً على المستقيم  � 3 0x y c+ +  cمن ثم نجد   . معادلةً له =
  . dنقطةٍ معلومة من  انطلاقاً من إحداثيتي

، كان كلd′ و dإذا تعامد مستقيمانة أنّه بدايةً، علينا معرف .5و 4 المبرهنتان �
هٍ  لأحدهما، شعاعاً ناظماً على الآخر شعاع موج  .  

uفي الشكل المجاور، إذا كان 
هاً للمستقيم  � موجd كان ،u

ناظماً على  �
dالمستقيم  v، وإذا كان ′

dموجهاً للمستقيم � v، كان ′
  . dناظماً على المستقيم  �

   
3المعادلة  dيم للمستق 4 5 0x y− − u,4)3(، إذن الشعاع =

هٌ للمستقيم  � شعاعٌ موجd  ًاستنادا
dفهو إذن شعاعٌ ناظمٌ على كل مستقيمٍ .  4إلى المبرهنة  dولهذا يقبل.  dيعامد  ′ معادلةً من  ′

4الصيغة  3 0x y c+ + =.  
  

 مثال

 مثال

v
�

d ′

u
�

d
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  .إيجاد معادلات المستقيمات 

,4)و A(0,3)نتأمّل النقطتين  1)B )في معلمٍ متجانس   − , , )O i j
�  اكتب.  �

]محور القطعة  ∆معادلةً للمستقيم  ]AB ومعادلةً للمستقيم ،d  ارتفاع
  . Oالمرسوم من الرأس  OABالمثلث 

  
]عمودي على  dو ∆كل من  ]ABفهما متوازيان ، . 4)ينتجُ أن, 4)AB −

����
شعاعٌ ناظمٌ على كل من  

,1)، فالشعاع dو ∆ 1)n −
: من الصيغة  ن إذن معادلةٌ ين المستقيميهذل. هماهو أيضاً شعاع ناظم علي �

0x y c− + =.  

0c، إذن Oبالنقطة  dيمر المستقيم   0x، و= y−   .dمعادلةٌ للمستقيم  =

]، منتصف Iبالنقطة  ∆يمر المستقيم   ]AB أي  ∆تحققان معادلة  (2,1)، فإحداثيتاها

2 1 0c− + 1c، أو= = 1وعليه  تكون . − 0x y− −  . ∆معادلةٌ للمستقيم  =

 
   تَدربْ  

nوأنّ   Aإذا علمتَ أنّه يمرّ بالنقطة  d، ارسم المستقيم يأتيفي كل حالةٍ مما    �
ناظمٌ عليه،  شعاعٌ  �

  .ثم أعطِ معادلةً له
� (1, 1)A ,2)و  − 3)n −

�.  
� ( 1, 2)A − n(0,2)و  −

�  .  
� ( 3,2)A n(3,0)و  −

�.  
3الذي معادلته   d  عيّن شعاعاً ناظماً على المستقيمٌ    � 5 0x y− + معادلةً للمستقيم  اكتبثُمّ .  =

  .dوالعمودي على  A(1,2)المار بالنقطة  ∆
dو dفي كل من الحالات الآتية، بين إذا كان المستقيمان    �   .متعامدين أو غير متعامدين ′

� : 2 4 0d x y− + :و      = 6 3 7 0d x y′ + − =.  
� : 2 5d y x= − :و      + 2 1 0d x y′ − + =.  
� : (1 2) 3 0d x y+ − + : و   = ( 2 1) 0d x y′ − + =.  

   :لمرسوم جانباً في حالة الشكل ا    	
)موازياً المستقيم  Aالمار بالنقطة  ∆معادلةً للمستقيم  اكتب � )BC.   
عمودياً على المستقيم  Aالمار بالنقطة  ∆′معادلةً للمستقيم  اكتب �

( )BC.   
  

  الحل

 مثال

O
I

d

∆
3

4

1−

A

B

A

B

C

O i
�

j
�
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        ميميميميوالجداء السلوالجداء السلوالجداء السلوالجداء السل    الدائرة

.1.3  3
�)  ������  �)�� 
�%�� 4�� 3%5�
��  

 
    8مُبرهَنة  

]الدائرة التي قطرها القطعة المستقيمة  ]AB  هي مجموعة النقاطM التي تُحقّق  

0MA MB⋅ =
���� ����

  
  الإثبات

]منتصف  Iفي الحقيقة، لتكن  ]AB ّ2ف ، ولنعرAB R=  . عندئذ  أياً كانت النقطةM  في المستوي
  كان

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )MA MB MI IA MI IB MI IA MI IA

MI IA MI R

⋅ = + ⋅ + = + ⋅ −

= − = −

���� ���� ���� ��� ���� ��� ���� ��� ���� ���

  

0MAإذن  MB⋅ =
���� MIإذا وفقط إذا كان  ���� R=.  

.2.3    67
8�  *َ�,)-  # 3%5�
�� ��.
) 67
8�  *َ�,)-  # 3%5�
�� ��.
) 67
8�  *َ�,)-  # 3%5�
�� ��.
) 67
8�  *َ�,)-  # 3%5�
�� ��.
)  . . . .        
0التي مركزها Cالدائرة  � 0( , )I x y  ونصف قطرهاR.  

)هي مجموعة النقاط  Cلدائرة ا , )M x y  قالتي تحقIM R= 
2أو 2IM R=  لأنّ المقدارينR وIM ولمّا كانت مركّبتا الشعاع . انموجب

IM
0هما  ���� 0( , )x x y y− 2استنتجنا أنّ المساواة  − 2IM R= تُكافئ   :  

2 2 2
0 0( ) ( )x x y y R− + − =   

) هي مجموعة النقاط Cفالدائرة  , )M x y  التي تحقق  
2 2 2

0 0( ) ( )x x y y R− + − =  
 2نقول إن 2 2

0 0( ) ( )x x y y R− + − 0التي مركزها Cهي معادلة الدائرة  = 0( , )x y  ونصف قطرها
R.  

  
 2 2( 2) ( 3) 6x y+ + − ) التي مركزها هي معادلة الدائرة =   .6ونصف قطرها  −(2,3

  

 مثال

O 0x

0y I

MC
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]التي قطرها  Cالدائرة  � ]AB.  

1لتكن 2( , )A a a 1و 2( , )B b bولتكن ،C  الدائرة التي قطرها[ ]AB.  
)هي مجموعة النقاط  Cلمّا كانت  , )M x y التي تحقق  

0MA MB⋅ =
���� ����  

MAولأنّ مركّبات الشعاعين 
MBو ����

1هي  ���� 2( , )x a y a− 1و − 2( , )x b y b− ، أخذت معادلة بالترتيب −
C  الآتيةالصيغة :  

1 1 2 2( )( ) ( )( ) 0x a x b y a y b− − + − − =  
2وهي تُكافئ  2 0x y a x b y c′ ′ ′+ + + +   إذْ  =

1 1a a b′ = − 2و     − 2b a b′ = − 1و     − 1 2 2c a b a b′ = +  
2ادلة من الصيغة لكل دائرة مع 2 0x y ax by c+ + + + ، ولكن ليست كل معادلة من هذه =

  .، كما سنرى لاحقاً الصيغة، بالضرورة، معادلةً لدائرة

  معادلة دائرة ؟ نكتبكيف 
)في معلمٍ متجانس , , )O i j

� �.  
,3)والمارة بالنقطة  I(1,2) التي مركزها Cللدائرة  معادلةً  اكتب 1. 2)J −.  
,4)و Oالمارة بالنقاط  C′معادلةً للدائرة  اكتب 2. 0)A (0,2)وB .  

  
 ، كان نصف قطرهاJتمر بالنقطة  Cلمّا كانت . نصف القطر حسابعلينا إذن . Cنعرفُ مركز  1.
R  ًمساوياIJ . ولأنّ مركّباتIJ

,2) هي ���   ، استنتجنا أنّ −(4
2 2 4 16 20R IJ= = + =  

2وبذا تكون  2( 1) ( 2) 20x y− + −   .Cمعادلةً للدائرة  =

]هي الدائرة التي قطرها  O.′Cقائمٌ في BOAالمثلث  2. ]AB فهي إذن ،
) مجموعة النقاط , )M x y  0التي تحققMA MB⋅ =

���� MAمركّبات . ����
MBو ����

���� 
4) هي , )x y− )و − ,2 )x y−   :، إذنبالترتيب −

2 2(4 ) (2 ) 4 2MA MB x x y y x y x y⋅ = − − − − = + − −
���� ����

    
  نستنتج إذن أنّ 

2 2 4 2 0x y x y+ − − =  
  .C′هي معادلةٌ للدائرة 

  

 مثال

    الحل

O 1a

2b

M
C

2a

1b

B

A

O

2

4
A

B
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2 كيف نقرّر إذا كانت  2 0x y ax by c+ + + +   معادلة دائرة ؟ =
)في معلمٍ متجانس ; , )O i j

� �،1C هي مجموعة النقاط ( , )M x y التي تحقق إحداثياتها العلاقة:  
2 2 2 1 0x y x y+ − + + =  

  .إحداثيات مركزها ونصف قطرها عند الإيجاب عيّندائرة ؟  هي 1Cهل المجموعة  1.

  :أعدْ السؤال السابق في كل من الحالتين الآتيتين 2.
    .a  2المجموعةC 2، التي معادلتها 2 2 4 5 0x y x y+ − + + = .  
    .b  3المجموعةC 2، التي معادلتها 2 2 2 0x y x y+ − + + =.  

)، مجموعة النقاط Cلتعيين   , )M x y 2التي تحقّق 2 0x y ax by c+ + + + ، نكتب هذه =
2ة المعادلة بالصيغ 2

0 0( ) ( )x x y y k− + − =.  
0kإذا كان � 0إحداثيات مركزها. دائرة C، كانت < 0( , )x y  ونصف قطرهاk.  
0kإذا كان � 0نقطة واحدة  C، كانت = 0( , )x y.  
0kإذا كان �   .خالية C، كانت >

  

2إنّ  1. 2x x− 2هو مجموع الحدين الأول والثاني من منشور( 1)x   إذن. −
2 22 ( 1) 1x x x− = − −  

  وبالمثل 
2

2 1 1

2 4
y y y

 + = + −  
   

2هي  1Cفمعادلة  21 1
2 4

( 1) 1 ( ) 1 0x y− − + + − +   ، أو=
2

2 1 1
( 1)

2 4
x y

 − + + =  
  

1هي دائرة، مركزها  1Cفالمجموعة 
2

(1, 1ونصف قطرها يساوي −(
2.  

. .2a 2هنا لدينا 22 ( 1) 1x x x− = − 2و − 24 ( 2) 4y y y+ = +  2Cكتب معادلةُ ، إذن تُ −
) :بالصيغة ) ( )221 1 2 4 5 0x y− − + + − +   أو =

( ) ( )221 2 0x y− + + =  
,1)ا هي نقطةٌ إحداثيتاه 2Cفالمجموعة  2)−.  

. .2b   ُ3بالمثل، تُكتب معادلةC بالصيغة  
2

2 1 3
( 1)

2 4
x y

 − + + = −  
  

  .مجموعة خالية 3Cجموعة فالم

    الحل

 مثال
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   تَدربْ  

  .C، في كل من الحالات الآتية، معادلةً للدائرة اكتب �
) مركزها  �  .2ونصف قطرها Oمركزها  � 1,1)I ,3)وتمر بالنقطة − 2)A −.  
,2) مركزها   � 3)I محور التراتيب .وتمس  �مركزها   ( 3,2)I   .وتمس محور الفواصل −
] قطرها   � ]AB 2)مع, 1)A   .ويقع مركزها في الربع الأول Oyو Oxتمس  
  .B(4,9)و −

)أثبت، في كل حالةٍ، أن مجموعة النقاط  � , )M x y  التي تحقّق المعادلة المذكورة هي دائرة، يُطلب
  .تعيين مركزها ونصف قطرها

�  2 2 3 4 4 0x y x y+ − + + =.   

� ( 1)( 3) ( 1)( 2) 0x x y y− − + − + =.  

  .تأمّل الشكل المرسوم جانباً  �
]معادلةً لمحور القطعة  اكتب � ]AB  وأخرى لمحور القطعة[ ]BC.  
  .ABCبرؤوس المثلث  مركز الدائرة المارةاستنتج إحداثيتي  �

)نتأمّل في معلمٍ متجانس  	 ; , )O i j
� 8ذا المعادلة  dالمستقيم  � 0x y+ −   .A(3,0)، والنقطة =

ع النقطة  � وضA  وارسم المستقيمd في شكلٍ واحد.  
  .ومحور الفواصل dنقطة تقاطع  Kو dعلى  Aالمسقط القائم للنقطة  Hلتكن �

.a  المثلث أثبت أنAHK قائمٌ ومتساوي الساقين واحسبAH.  

.b ئرة استنتج معادلةً للداC  التي مركزهاA  َالمستقيم وتمسd.  
2دائرةً معادلتها  Cلتكن  � 2 2 2 8 0x y x y+ − − − نقطتي تقاطعها مع محور  Bو Aولتكن . =

  .إحداثيات هذه النقاط الأربع احسب. نقطتي تقاطعها مع محور التراتيب Dو Cالفواصل، و
2المعادلة   � 2 6 2 0x y x y+ − −   .C معادلةٌ للدائرة =

�  (2,4)أثبت أنA  نقطةٌ منC.  
عْ عليها  C ارسم � ووضA أنشئ من ثم ،A  المماسd  للدائرةC.  
  .dمعادلةً للمماس  اكتب �

)و A(2,3) تأمّل النقطتين � 1,1)B 1yذا المعادلة  dوالمستقيم ، − =.  
عْ على شكلٍ النقطتين  � وضA وB  وارسم عليه المستقيمd.  
  .dنقطةٌ من المستقيم  I، ومركزها Bو Aالمارّة بالنقطتين  Cأنشئ الدائرة  �
]طعة معادلةً لمحور الق اكتب � ]AB . واستنتج إحداثيتي النقطةI معادلةً للدائرة ثم ،C.  

  

  

A

B

C

O i
�

j
�
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 ، دساتير الجمع والمضاعفةالنسب المثلثية    

.1.4  :��� ;�
�.  
    

 
    9مُبرهَنة  

  كان bو aأيّاً كانت الأعداد الحقيقيّة 
cos( ) cos cos sin sin

cos( ) cos cos sin sin

sin( ) sin cos cos sin

sin( ) sin cos cos sin

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

−

−

− −

=

=

+

+

+

=

=+

�

�

�

	

  

    الإثبات
)في معلم متجانس  Cنرسمُ دائرةً مثلثية  � ; , )O i j

� النقطتين  Bو A ولتكن. �
) اللتين تحقّقان بالراديان Cمن الدائرة  , )i OA a=

)و ����� , )i OB b=
  عندئذ �����

cos sinOA a i a j= +
���� � cosو     � sinOB b i b j= +

���� � �  
  ا من ناحية أخرى، استناداً إلى علاقة شال في الزوايا الموجّهة، لدين

( ) ( ) ( ), , ,OA OB i OB i OA b a= − = −
���� �������� ����� �  

OAلنحسب إذن الجداء السلمي  OB⋅
���� 1OAمتذكرين أنّ  بطريقتين ���� OB= =:  

cos cos sin sin

cos( , ) cos( ) cos( )

OA OB a b a b

OA OB OA OB OAOB b a a b

⋅ = + ×

⋅ = × × = − = −

���� ����

���� ���� ���� ����  

 ومنه نستنتج أن cos( ) cos cos sin sina b a b a b− = +.  
)cos باستعمال � ) cosx x− )sinو = ) sinx x− = aوبكتابة  − b+  بالصيغة( )a b−   :نجد −

( ) ( )( ) ( )cos cos cos cos( ) sin sin

cos cos sin sin

a b a b a b a b

a b a b

+ = − − = − + −

= −
  

)لدينا  � ) ( )( ) ( )( )2 2sin cos cosa b a b a bπ π− = − − = −   إذن +
2 2

sin( ) cos( )cos sin( )sin

sin cos cos sin

a b a b a b

a b a b

π π− = − − −

= −
  

aالمجموع  بكتابة 	 b+  بالصيغة( )a b−   نجد −
 sin( ) sin( ( )) sin cos( ) cos sin( )

sin cos cos sin

a b a b a b a b

a b a b

+ = − − = − − −

= +
  

  .وهو المطلوب إثباته
تذكّر أنّ  

2
sin cos( )x xπ= و  −

2
cos sin( )x xπ= −.  

 
A

B

O

C

+

a

b
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.2.4  �<�
=�� ;�
�.  
)cos في علاقتي aالعدد bإذا استبدلنا بالعدد )a b+ وsin( )a b+ وجدناالسابقتين ،:  

2 2cos2 cos sina a a= sin2و         − 2 sin cosa a a=   
2المساواة  باستعمالو  2cos sin 1x x+   :الآتيتين، نحصل على العلاقتين =

2cos2 2 cos 1a a= 2cos2و              − 1 2 sina a= −  
  :بالصيغتين المُكافئتين الآتيتينوتكتبُ العلاقتان الأخيرتان 

2 1 cos2
cos

2

a
a

+
2و                = 1 cos2

sin
2

a
a

−
=  

  .اختزال صيغة وإثبات مساواة 
)بسط كتابة  1. ) cos(5 )cos(3 ) sin(5 )sin(3 )F x x x x x= +.  
كان، xأثبت أنه، أياً كان العدد الحقيقي 2.

4
cos sin 2 cos( )x x x π+ = −.  

  ، كانa كان العدد الحقيقي أثبت أنه، أياً  3.

2 2 2
1 cos sin 2(cos )(cos sin )a a aa a+ + = +.  

  .لإثبات مساواة، يكفي إجراء تحويلات على أحد طرفيها للوصول إلى الطرف الآخر 

  
cosهنا نتعرّف الصيغة  1. cos sin sina b a b+ 5 حيثa x= 3وb x= .وعليه يكون:  

( ) cos( ) cos(5 3 ) cos2F x a b x x x= − = − =.  
 ننطلق من حساب 2.

4
cos( )x π−لأننا نتعرّف ،cos( )a b− يثح a x= 4وb π= فنجد:  

4 4 4
2 cos( ) 2(cos cos sin sin )

1 1
2( cos sin ) cos sin
2 2

x x x

x x x x

π π π− = +

= + = +
  

إذن، .  xعند معرفة تلك الموافقة للمقدار  2xتفيد دساتير المضاعفة بحساب النسب المثلّثيّة للمقدار  3.
2sinبدلالة  cosaو sina، يمكننا التعبير عن 2xتؤدّي دور  aبجعل a 2وcos a .وعليه نجد  

 2
2cos 2 cos 1aa = 2و        − 2sin 2sin cosa aa =  

  إذن
2

2 2 2

2 2 2

1 cos sin 2 cos 2 sin cos

2 cos (cos sin )

a a a

a a a

a a+ + = +

= +
  

  .وبذا يتمّ المطلوب

 مثال

    الحل
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7النسب المثلّثيّة للزوايا 

12

π  و
8

π.  

.1  7بملاحظة أن
12 3 4
π π π= 7، احسب+

12cos π 7و
12sin π.  

.2  8بملاحظة أن 42 π π× 8cos، احسب= π 8وsin π.  

 

7انطلاقاً من المساواة  1.
12 3 4
π π π=   نجد +

7 1 2 3 2 2
cos cos cos sin sin (1 3)
12 3 4 3 4 2 2 2 2 4

π π π π π
= − = ⋅ − ⋅ = −  

7ونجدُ بطريقة مماثلة أنّ  2
sin ( 3 1)
12 4

π
= +.  

8aصيغ نسب ضعفي زاوية في حالة  باستعمال 2. π=  42أيa π= نجد:  
2 24 4

1 cos 1 cos2 2 2 2
cos , sin

8 2 4 8 2 4

π π+ −π + π −
= = = =  

8ولكن العدد 
π  ينتمي إلى المجال] [20,

π  8إذنcos 0π 8sinو  < 0π   وعليه. <
2 2

cos
8 2

π +
2و      = 2

sin
8 2

π −
=  

 
   تَدربْ  

  :الآتيةأجب عن الأسئلة  �
�  5تحقّق أن

12 6 4

π π π
= 5، ثم احسب +

cos
12

π 5وsin
12

π.  

�  11تحقّق  أن 2

12 3 4

π π π
= 11ثم احسب ، +

cos
12

π 11و
sin
12

π.  

3cos باستعمال �
6 2

π
2cos، احسب =

12

π  واستنتجcos
12

π  وsin
12

π.  

sinاحسب  � 2x ،من الحالات الآتية في كل :  

� 1sin
3

x ,   و   =
2

x
π ∈ π  

   � 3sin
5

x = 3  و −
,2
2

x
π 

∈ π 
 

.   

� 4cos
5

x ,   و   = 0
2

x
π ∈ −  

  � 5cos
12

x = ,  و −
2

x
π ∈ π  

.  

  :اختزل كلاً من العبارات الآتية �
� ( ) cos(7 )sin(6 ) sin(7 )cos(6 )A x x x x x= −.  
� ( ) cos cos(2 ) sin sin(2 )B x x x x x= −.  
� ( ) cos(3 )sin(2 ) cos(2 )sin(3 )C x x x x x= +.  

	  رْ عن كلالآتية بدلالة  من العبارات عبsin x  أوcosx.  

  � 2cos( )
3

x
π

−    �  2 co( )
4

x
π

+   �  2 sin( )
4

x
π

−  

    الحل

 مثال
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 جب تَمثـلُهاأفكار ي  

  العلاقات في المثلّث

   :إذا عرفنا يمكن تعيين أضلاع وزوايا مثلّث، ����
 .cو bو aالأضلاع الثلاثة  �

  .أو ضلعين والزاوية المحددة بهما �

  .أو زاويتين وواحد من أضلاعه �

  أو علاقة التجيبمبرهنة الكاشي من ادة وذلك بالاستف
�2 2 2 2 cosc a b ab C= + −.  

  الجيب وعلاقة

� � �sin sinsin

a b c

B CA
= =.  

  .حساب المتوسطات والارتفاعاتفي تفيد مبرهنة المتوسط، ومختلف علاقات المساحة،  ����

  معادلة المستقيم

  في معلمٍ ما
0axمعادلات المستقيمات هي من الصيغة  ���� by c+ + )، مع = , ) (0,0)a b ≠.  

)الشعاع  ���� , )u b a−
هٌ للمستقيم الذي معادلته  � 0هو شعاعٌ موجax by c+ + =.  

0axإذا كانت  ���� by c+ + 0aو = x b y c′ ′ ′+ + dو dالمستقيمين ي معادلت = ، عندئذ بالترتيب ′
dو dيكون المستقيمان  0abمتوازيين إذا وفقط إذا  ′ a b′ ′− = .  

  في معلمٍ متجانس

)الشعاع  ���� ),n a b
0axهو شعاع ناظم على المستقيم الذي معادلته  � by c+ + =.  

)إذا كان الشعاع  غير المعدوم  ���� , )n a b
معادلة صيغتها  d، كان للمستقيم dناظماً على مستقيمٍ  �

0ax by c+ + =.  
0axإذا كانت  ���� by c+ + 0aو = x b y c′ ′ ′+ + dو dالمستقيمين  يمعادلت = على التوالي،  ′

dو dيكون المستقيمان : عندئذ )متعامدين إذا وفقط إذا كان الشعاعان الموجهان لهما ′ , )u b a−
� 

)و , )u b a′ ′ ′−
0aaط إذا كان متعامدين أو إذا وفق � bb′ ′+ =. 

A B

C

a

c

b
S
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  منعكسات يجب امتلاكُها 

0axمعادلته  dعمودياً على مستقيمٍ  ∆فكرْ أنه إذا كان مستقيمٌ  ���� by c+ + )، كان = , )n a b
� 

) وكان ∆شعاعاً موجهاً للمستقيم  , )u b a−
  .شعاعاً ناظماً عليه �

)عندما تتعرفُ شعاعاً  ���� , )n a b
معادلةً بالصيغة  d، فكرْ بأن للمستقيم dناظماً على مستقيمٍ  �

0ax by c+ + =.  

0دائرةً مركزها النقطة  Cفكرْ أنه إذا كانت  ���� 0( , )I x y  ونصف قطرهاR كان لها معادلةٌ من الصيغة ،
( ) ( )22 2

0 0x x y y R− + − =.  

2بالعكس، فكرْ أنه إذا كانت  ���� 2 2
0 0( ) ( )x x y y R− + − التي  Mمعادلةً لمجموعة النقاط  =

)إحداثياتها  , )x y  0كانت هذه المجموعة دائرةً مركزها 0( , )I x y  ونصفُ قطرهاR.  

2لتبيان إذا كانت  ���� 2 0x y ax by c+ + + + معادلةً لدائرة، فكرْ بكتابتها بالصيغة  =
2 2

0 0( ) ( )x x y y K− + − 0K، فإذا كان = 0، كانت معادلةَ دائرةٍ مركزها < 0( , )I x y  ونصف
  .Kقطرها

   أخطاءٌ يجبُ تجنبها 

  :معلماً غيرَ متجانسٍ عندما تفكرُ في تستعمل  لا ����
  .حساب مسافة �
  .نإثبات تعامد مستقيمي �
  .البحث عن معادلة دائرة �
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����� 

  علاقات خاصة بالمساحات 

 Heron  علاقة هيرون �

�1: وجدنا فيما سبق مساحة المثلث بدلالة ضلعين والزاوية المحددة بهما
sin

2
S bc A= .لحساب S 

  .cو bو aبدلالة  �sinA، علينا حساب cو bو a أطوال الأضلاع بدلالة
�2الكاشي لدينا   استناداً إلى مبرهنة 1. 2 2 2 cosa b c ab A= + −.  
.a   �2استنتج منها أن 2 2 2 2 2 2 2 2(4 )sin 4 ( )b c A b c b c a= − + −.  
.b  نرمز إلى محيط المثلثABC  2بالرمزp2 ، إذنp a b c= + +.  أثبت أن:  

�2 2 2sin 4 ( )( )( )b c A p p a p b p c= − − −  
.2  استنتج مما سبق أن  

( )( )( )S p p a p b p c= − − −.  

  مساحة المثلّث والدائرة المارةّ برؤوسه �

  .Rونصف قطرها  Oا ، وليكن مركزهABCالدائرة المارة برؤوس المثلث Cلتكن 
نعلم، استناداً إلى مبرهنة الزاوية المحيطية والزاوية :  حادة  �BACفي حالة  1.

 المركزية، أن� �1

2
BAC BOC= . أثبت أن�sin

2

a
R A=.  

�نعلم أن :  منفرجة  �BACفي حالة 2. �1

2
BAC BOC= π −  . أثبت أيضاً أن

�sin
2

a
R A=.  

.3  استنتج أن:  

� � �
2

sin sin sin

a b c
R

A B C
= =   و  =

4

abc
S

R
=.  

  مساحة المثلّث والدائرة المماسّة لأضلاعه داخلاً  ����

ونصف  Iداخلاً، وليكن مركزها  ABCالدائرة المماسة لأضلاع المثلث  Cɶلتكن
2p، أي ABCمحيط المثلث  2pوليكن . rقطرها  a b c= + + .  

 IBCتساوي مجموع مساحات المثلّثات  ABCبملاحظة أنّ مساحة المثلث 
S نّ أثبت أ IABو ICAو pr=.  

 1 نشاط

C

A

B C

O

Cɶ

A

B C

L

H

K

I
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  طول منصّف داخلي 
]الضلعَ  �A، يقطعُ المنصفُ الداخلي للزاوية ABCفي المثلث  ]BC  في النقطةD .اسات لنرمز إلى قي

�A و�B و�C 2على التوالي بالرموزα وβ وγ .  
. .1a تحقق مما يأتي:  

�sin sin sin

BD AD c

BDA
= =

α β
و  

�sin sin sin

DC AD b

ADC
= =

α δ
  

.b  استنتج أنDB c

DC b
0bو  = DB cDC+ =

���� ���� � .   

. .2a  استنتج أنD  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( , )B b و( , )C c.  
.b  أثبت أن( )bAB cAC b c AD+ = +

���� ���� ����
.  

.c  �2 استنتج أن 2 2 2( ) 2 (1 cos )b c AD b c A+ = +.  

.3  �2أثبت، انطلاقاً مما سبق، أن
cos
2

bc A
AD

b c
=

+
.  

2.4bفي حالة  ADاحسب  :تطبيق 4. 3.2cو = �و =
3

A
π

=.  

  بعُد نقطة عن مستقيم 
0axلتكن  by c+ + )مع  = , ) (0,0)a b ، في معلمٍ dمعادلة لمستقيم  ≠

)متجانس  ; , )O i j
� )نقطةً إحداثيتاها  Aولتكن . � , )α β وA′  هي المسقط القائم

 αو cو bو aبدلالة  ′AAالغاية هي حساب المسافة. dعلى  Aللنقطة 
  .βو
)الشعاع  1. , )n a b

  أثبت أنd . شعاعٌ ناظمٌ على  �
2 2n AA n AA a b AA′ ′ ′⋅ = × = + ×

������ ��   
.2 A′  نقطةٌ من المستقيمdفإذا رمزنا إلى إحداثيتيها بالرمز ، ( , )x y 0، كانax by c+ + = .

′AAاحسب مركّبتي الشعاع 
����

  : يأتيوأثبت  ما  

n AA a b cα β′⋅ = − − −
�� ����

  و  
2 2

a b c
AA

a b

α β+ +
′ =

+
  

حساب بُعد نقطة عُلمت إحداثيّاتها في معلم  وجدنا في السؤال السابق صيغة تفيد في. تطبيقات 3.
)متجانس  ; , )O i j

�   .نجد تطبيقين لهذه الصيغة يأتيفيما . عن مستقيم عُلِمت معادلةٌ له �
.a  3لتكن 4 12 0x y+ − وتمس  A(5,3)التي مركزها  Cدائرة أوجد معادلةً لل.dمعادلة لمستقيم  =

  .dالمستقيم 
.b  3لتكن 2 0x y+ −  Oالتي مركزها  Cالدائرة  dأَيمسّ المستقيم . dمعادلة لمستقيم  =

  ؟1 ونصف قطرها

 3 نشاط

 2 نشاط

A

B C

γβ

D

α α
bc

A

A′

d

O i
�

j
�

x

y
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  إنشاء مخمّس منتظم 

ة نعلم أن قياس الزاوية المركزية المُقابل. إنشاء مخمس منتظم بالمسطرة والفرجار هو هدف هذا النشاط
2لأحد أضلاع مخمس منتظم يساوي 

5
π  َ2، فطبيعي إذن، أن يتطلب إنشاءُ هذا المخمس معرفة

5
cos( )π 

2و 
5

sin( )π .هذا ما سنسعى إليه في الفقرة الأولى.   

  تمهيد �

ABC ي مثلث متساوي الساقين فA فيه قياس الزاوية ،�A  يساوي
5

π ،

1BCو ]يقطع القطعة  �ABC، منصف الزاوية = ]AC  فيD.  
2BCمتشابهان وأنCBD  و BACأثبت أن المثلثين 1. AB CD= ×.  
ABنضع  2. x= . أثبت أن( 1) 1x x −   .x، واستنتج =

. .3a  1أثبت أن

2
BA BC⋅ =
���� )على Aللنقطة  Hمستفيداً من المسقط القائم . ���� )BC .  

.b  احسبBA BC⋅
���� 2سلوب آخر، واستنتج أن بأ ���� 5 1

cos
5 4

π −
=.  

.c باستعمال  4دساتير ضعفي زاوية، أثبت أن 5 1
cos
5 4

π − −
=.  

  إنشاء مخمّس منتظم �

C  دائرة مركزهاO  ونصف قطرهاR .[ ]OA و[ ]OA′  نصفا قطرين متعامدان
4OPمعينة بالعلاقة  Pالنقطة . Cفي OA= −

هي منتصف  Q، والنقطة ��������
[ ]OA′ .′C  هي الدائرة التي مركزهاP  والمارة بالنقطةQ . نرمز إلى نقطتي

)والمستقيم  C′تقاطع الدائرة  )OA  بالرمزينI وJ . المماسان فيI وJ 
 رؤوس مخمس منتظم Aفي أربع نقاط تؤلّف مع  Cيقطعان الدائرة  C′للدائرة 

ABCDE.  
.1  لماذا يكفي لإثبات صحة الإنشاء، إثبات أن� 2

5
AOB

π
�و = 4

5
AOC

π
  ؟=

. .2a  احسبPQ  بدلالةR  واستنتج أن( 5 1)
4

R
OI = −.  

.b  أثبت أنOA OB OA OI⋅ = ⋅
���� �������� OAثم احسب  ��� OB⋅

����   .�cosAOBبطريقة أخرى لتستنتج قيمة  ����
. .3a احسبOA OC⋅

����   .�cosAOC بطريقتين واستنتج حساب ����
.b  استنتج أنABCDE سٌ منتظممخم.  
  

 4 نشاط

A

B

C
5
π

D

1

O

D

A

B

C

E

P

Q

J I

A′
C
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  جماعة مستقيمات ومحل هندسي 

  جماعتان من المستقيمات �
)في معلم متجانس , , )O i j

�   معادلته  mD، مستقيماً m، نقرنُ، بكل عدد حقيقي �
( 1) 2 0m x my m− + − − =  

2mفمثلاً، عند  2الذي معادلته  2D، نحصل على المستقيم = 4 0x y+ − نقول إن المستقيمات .  =
mD  جماعة مستقيمات تتبع الوسيطهي m.  
  
)علّل كون الشعاع  1. 1, )mu m m−

  ؟mDشعاعاً ناظماً على المستقيم  �

. .2a  0ارسمD 1وD 2وD في المعلم( , , )O i j
�   ؟mDماذا تقول بشأن المستقيمات . �

  .b  جميع المستقيمات أثبت أنmD  بنقطة ثابتة تمرA.  
  معادلته  ∆m، مستقيماً mنقرن، بكل عدد حقيقي  3.

(1 ) 0mx m y m+ − − =  
  .a  علّل كون الشعاع( ,1 )mv m m−

  ؟∆mالمستقيم  شعاعاً ناظماً على �
  .b  ماذا تقول بشأن المستقيمات. ∆2و ∆1و ∆0على الرسم السابق، ارسمm∆؟  
  .c  جميع المستقيمات أثبت أنm∆  بنقطة ثابتة تمرB.  
  .mDو ∆m، نقاط تقاطع Mالمحل الهندسي للنقاط  �
  .متعامدين mDو ∆m، يكونmد قيمة معطاة للوسيط أثبت أنه، عن 1.
0MAن أنّ بيmD . و ∆mنقطة تقاطع المستقيمين Mلتكن  2. MB⋅ =

���� ����.  
]التي قطرها  Cتنتمي إلى الدائرة  Mأثبت أنّ  3. ]AB . وأعطِ معادلةً للدائرةC.  
  

، ولكننا لم نثبت أنّه كامل الدائرة Cمحتوى في الدائرة  Mالهندسي للنقاط لقد أثبتنا أنّ المحلّ 
C نقطة لأنّ ذلك يتطلب أن نبرهن أنّ كل ،M  منC مستقيمين  هي نقطة تقاطعm∆ وmD 

هـي  Mفـي اـلـحقيقة،ـ يمكننا أـنـ نـثبت أـنـّ اـلـمحل اـلـهندسي لـلنقاطـ .  mعند قـيمة لـلعددـ اـلـحقيقي 
  .Bمحذوفاً منها النقطة  Cالدائرة 

 5 نشاط
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   ��	
�� 
	���� 

 ABC ،مثلثI منتصف [ ]BC وH  هي المسقط القائم للنقطة
A  على[ ]BC . 4نفترض أنAB 6ACو = 8BCو = =.  
  .؟ أنجزْ هذا الحسابAIأيةُ مبرهنة تفيد في حساب  1.
  .�sinBAC؟ أنجزْ هذا الحساب واستنتج�cosBAC فيد في حسابأيةُ مبرهنة ت 2.
3واستنتج أنABC  احسب مساحة المثلث 3.

15
4

AH =.  

8ABهي  ABCأطوال أضلاع المثلث   3ACو = 7BCو = =  .  
   .�sinBACواستنتج �cosBACاحسب 1.
  .ABCاحسب مساحة المثلث  2.

 ABCD  7متوازي أضلاع فيهAB 8ACو = 3ADو = =.  
3ABأثبت  1. AD⋅ =

���� ABاحسب  ثم .���� AD⋅
���� � قيم بطريقة ثانية واستنتج ���� �sin , cosBAD BAD.  

  .ABCD واستنتج مساحة متوازي الأضلاع ABDاحسب مساحة المثلث  2.
ماك على شاطئ بحيرة بشكل صُمم حوضٌ لتربية الأس 

، على أن تكون المسافة المشغولة من الشاطئ ABCDرباعي
700mAB ويمثّل المقدار . ، كما في الشكل المجاور=

AD DC CB+ + = ℓ  ل الشبكة اللازمة للإحاطة بالحوضطو 
  .داخل البحيرة

  .DBو ADواستنتج  �ADBاحسب  1.

  .BC، احسبABCالمثلث باستعمالبأسلوب مماثل، و  2.

   .ℓ، ثم استنتج طول الشبكة CDمبرهنة الكاشي لحساب  عملاست 3.

  .احسب مساحة الحوض بالمتر المربع 4.
cosاحسب   2xمن الحالات الآتية في كل ،:  

� 3cos
2

x = −    � 3cos
5

x =    � 
1

sin
3

x = −.  

  : يأتيتحقّق من صحة كل مما  
22 4

3 3

3 3

cos cos( ) cos( ) 0 (cos sin ) 1 sin2

1 2cos cos2 2 cos (1 cos ) sin( ) sin( ) sin

x x x x x x

x x x x x x x

+ + + + = − = −

+ + = + + − − =

π π

π π

� �

� �
  

6 

5 

4 

3 

2 

1 

A B

C

D

40�44�

80� 85�

700m

A

B C

8

64

IH
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      البحث معاً لنتعلمّ 

  ��	
� �	
�  ��	�� ������ ��   

ABCD  50رباعي محدّب فيهmAB 30mBCو = �و = 120ABC = �و � 45BCD = � 
�وأخيراً  135BAD =   .ABCDمحيط ومساحة الرباعي  احسب .�

  نحو الحلّ   ��

هذا رسمٌ . قد يكون من المفيد رسم شكلٍ يساعد في توجيه الحسابات   �
بتفحّص الشكل يمكننا . تقريبي وضعنا عليه جميع معطيات المسألة

دّباً لمّا كان الشكل الرباعي المدروس مح:  يأتيأن نستنتج ما 
  ؟�ADCقياس الزاوية  ما .�360استنتجنا أنّ مجموع زواياه يساوي 

ولكنّ الحساب المباشر غير ممكن، ومنه . DCو ADلحساب المحيط أن نحسب كلاً من  يكفي   �
]تأتي فكرة رسم  ]AC و[ ]BD في المثّلث . كي نتمكن من الاستفادة من دساتير المثلّثABC 

  .، ومن ثَمّ تعيين بقيّة عناصر المثلّثACتكفي المعطيات لحساب 
70mAC أثبت أنّ  1. =.  
�أثبت أنّ  2. 5 3

sin
14

BCA �و = 3 3
sin

14
BAC =.  

  .�ADCو  �DACو  �DCAاستنتج قيماً تقريبيّة للزوايا  3.

  .واستنتج المطلوب. DAو  DCاستنتج قيماً تقريبيّة للأطوال  4.
 .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

 �	�� � !� "#�	$% "��%&'% �'(	)�  

)م متجانس نتأمّل في معل ; , )O i j
� )و B(0,6)و A(4,1)النقاط  � 2,1)C المارّة  Cمعادلة  اكتب .−

  .ABCبرؤوس المثلّث 
  نحو الحلّ   ��

يكفي  Cبالطبع، لإنشاء . ضّع فيه النقاط ولننشئ عليه الدائرة المطلوبةلنبدأ برسم المعلم، ولنو    �
   .Cو Bو A، لأنها تمر بالنقاط Iتعيين مركزها 
]، من المفيد اختيار محور القطعة Iه، لتعيين لماذا تعتقد أنّ  ]AC ثمُّ محور أحد الضلعين ،

  .Cوارسم الدائرة  Iالآخرين ؟ أنشئ 

8 

7 

A B

C

D
135

�

45
�

120
�

50

30
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، ثمُّ نعين نصف قطرها I، يمكننا مثلاً البدء بتعيين إحداثيّات مركزها Cمعادلة الدائرة  كتابةل  �
  .ين ترتيبهامعروفة، إذن يكفي تعي Iإنّ فاصلة . ICأو  IBأو  IAالذي يساوي 

]تنتمي إلى محور  Iولتحقيق ذلك يكفي مثلاً أن نقول إنّ  ]AB  0أيIJ AB⋅ =
��� ����

 J، و
]منتصف  ]AB.  

  ؟Jما إحداثيّات النقطة و  ؟Iما فاصلة  1.

0IJبكتابة  Iعيّن ترتيب النقطة  2. AB⋅ =
�������.  

  .Cاستنتج معادلة للدائرة  3.

 .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

 ��%�( ��	*  
)نتأمّل في معلم متجانس  ; , )O i j

� )و A(3,2)النقطتين  � 1,4)B إلى مجموعة  Eونرمز بالرمز  −
  .Eمن  Cمعادلة دائرة ما  اكتب .Bو Aتمرّ بالنقطتين  الدوائر التي

  نحو الحلّ   ��

لنرسم شكلاً يعطينا فكرة عن خصوصيّات هذه . Bو Aمعادلة دائرة ما تمر بالنقطتين  كتابةنريد    �
  . المسألة

)ارسم شكلاً توضّح فيه المعلم المتجانس  , , )O i j
� ، ودائرة من دوائر المجموعة Bو Aوالنقطتين  �

E . تنتمي مراكز جميع دوائر المجموعة  ∆مجموعة   إلى أيE ؟ ارسم المجموعة∆.  

 وعند معرفة إحداثيّات. ، تكفي معرفة إحداثيّات مركزها، ونصف قطرهاCلإيجاد معادلة الدائرة    �
M  مركز دائرة منE  يمكننا إيجاد معادلة هذه الدائرة لأنها تمر بالنقطتينA وB . ّبالطبع إن
M  تصلح لأن تكون مركزاً لدائرة من  ∆ومن الواضح أنّ كلّ نقطة من  ∆تقع علىE . إذن

  .mأي عدد حقيقي  Mيمكن أن تكون فاصلة 

  ؟mالتي فاصلتها  ∆من  M، ما ترتيب النقطة ∆م لمستقيل معادلةً  اكتب 1.

  هي  Mمركزها  التي Eمن mCأثبت أنّ معادلة الدائرة  2.
2 2 2 2(2 1) 14 9 0x y mx m y m+ − − + + − =  

1mالموافقة لحالة  1Cعلّل كون الدائرة  3. ]هي الدائرة التي قطرها  = ]AB.  
  .غةٍ سليمةأنجزِ البرهانَ واكتبهُ بل

  
  

9 
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  +ّ-!$ "./�0 �#1	2  
 المثلّثات التي فيها متوسطان متعامدان بعلاقة تربط بين أطوال أضلاعها زمي.  

  نحو الحلّ   ��

. تبدو المسألة صعبةً، لأنّ نص المسألة لا يعطي العلاقة التي يجب إثباتها   �
بالمتوسطات، فإنّ هذا يوحي لنا بالاستفادة من ولكن لمّا كانت المسألة تتعلّق 

  :الآتييمكننا إذن أن نتبع الأسلوب . المبرهنة المتعلّقة بالمتوسطات

)نفترض أنّ المتوسطين  � )BK و( )CJ  في مثلّثABC  متعامدان، ولتكنG نقطة تلاقيهما .  

 إحدى نتائج الفرضْ .  BCو ACو ABثُمّ نبحث انطلاقاً من الفرْض عن علاقة بين الأطول  �
2هي أنّ  2 2BC BG GC= +. 

2 مساواتينعلّل صحّة ال 1. 24

9
BG BK= 2و 24

9
GC CJ=. 

بدلالة أضلاع المثلّث    2GCو 2GBبالاستفادة من مبرهنة المتوسّط، احسب كلاً من  2.
ABC  ّ2واستنتج أن 2 25AB AC BC+ =.  

) إذن، إذا كان المتوسطان   � )BK و( )CJ  في مثلّثABC متعامدين كان  
2 2 25AB AC BC+ =.  

أن  ABCقها في مثلّث ولكن هل تميز هذه العلاقة هذا النوع من المثلّثات؟ أي هل يقتضي تحقّ 
)يكون المتوسطان  )BK و( )CJ متعامدين؟  

]منتصف  Iليكن  1. ]BC ّأثبت أن ،   
2 2 2 21

(4 9 )
36

GB GC GI IC IA BC⋅ = − = −
���� ����

  

2 تحقّق أنّ  2. 2 2 24 2 2IA AB AC BC= + −  

2واستنتج أنّ  3. 2 25AB AC BC+ 0GBيقتضي  = GC⋅ =
���� ����.  

  .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

  

  3�)4  �	�� ��567ً	#�-�-9  
)نتأمّل في معلم متجانس  ; , )O i j

� )النقطتين  � 3, 1)A − مجموعة النقاط  E عيّن .B(5,3)و −
( , )M x y  2التي يكون عندها الشعاعانMA MB+

���� 2MAو ���� MB+
����   .متعامدين ����

  

11 

10 

 A

B C

G
J K
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  نحو الحلّ   ��

2MAفي الحقيقة، إنّ تعامد الشعاعين  MB+
���� ����

2MAو  MB+
���� ����

  .يعني انعدام جدائهما السلّمي  
2MAمركّبات الشعاعين  yو xاحسب بدلالة  1. MB+

���� 2MAو ���� MB+
���� ����.  

)هي مجموعة النقاط  Eأثبت أنّ  2. , )M x y  ق2 التي تُحق 2 2
2 2 0

9
x y x y+ − − − =  

  . هي دائرة يُطلب تعيين مركزها ونصف قطرها Eنتج أنّ است 3.
 .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين  Iفي الحقيقة، ليكن .  يمكن أيضاً التفكير بحل شعاعي
( ,2)A   و( ,1)B وليكن ،J  مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين( ,1)A و( ,2)B ؟  

التي تُحقّق  Mوعة النقاط هي مجم Eاستفد من خواص مركز الأبعاد المتناسبة، لتثبت أنّ 
0MI MJ⋅ =

���� ����
IJ، أي إنها الدائرة التي قطرها  

 .  
  

        قدُُماً إلى الأمام

   :-� ;	!�+�-!<'%  
في موقع مرتفع  Bو A المسافة بين نقطتين نعرف بدقةنفترض أننا 

، ونريد الاستفادة من ذلك في حساب 40mوأنّ هذه المسافة تساوي
 فلتحقيق ذلك نتبع الأسلوب المعرو . Qو Pالمسافة بين نقطتين 

  :نقيس الزوايافباسم التثليث، 
�

1 ABPα �و =
2 APBα �و =

3 APQα 4و = AQPα =.  

. .1a  1أثبت أن

2

sin

sin
AP AB

α

α
=  3وأن 4

4

sin( )

sin
PQ AP

α α

α

+
=.  

. .1b  1 استنتج أن 3 4

2 4

sin sin( )

sin sin
PQ AB

α α α

α α

+
= .  

  :يكون فيهالأقرب متر في الحالة التي  PQاحسب . تطبيق 2.
1 120α = 2و � 4α = 3و � 60α = 4و � 105α = �  

  .جانباً، حقلاً  المرسوم  ABCDيمثلُ الشكلُ   
  . طول محيط هذا الحقل احسب 1.
  .احسب مساحة سطحه 2.

13 

12 
P

A B

Q

40m

2α

1α

3α

4α

?

A B800 m

45
�

120
�

C

D

660 m
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  ABC  13مثلثٌ، فيهAB = ،14AC = ،15BC  Bهي المسقط القائم للنقطة  Hو. =
)على  )AC.  
�ن أثبت أ 1. 56

sin
65

B =.  

  .HCو AHو BH، وكذلك الأطوال ABCاستنتج مساحة المثلث  2.

دلالة على قياس الزاوية  αم جانباً، نكتب في حالة الشكل المرسو  
�
BCA .1وS  دلالة على مجموع مساحتي المربعينACFG 

. ABCوالمثلث  ABDEالمربع  مجموع مساحتي 2S، و BCKLو
)أثبت تكافؤ القضيتين  )P و( )Q الآتيتين :  

1 2( ) : S S=P     و( ) : tan 4α =Q.  

,8) نيلنقطتامّل نتأ   0)A (0,6)وBو ،I  منتصف[ ]ABو ،H  المسقط القائم للنقطةO 
]على ]AB  
)معادلةً للمستقيم  أعطِ  1. )AB  ومعادلة للمستقيم( )OH،  استنتج إحداثيتي النقطة ثمH.  
 Hالمسقط القائم للنقطة  Fوليكن  ،على محور الفواصل Hالمسقط القائم للنقطة  Eليكن  2.

)أثبت أن المستقيمين . على محور التراتيب )OI و( )EF متعامدان.  

 5
6�= >��<
�+-!$% ? @  

)و B(0,6)و A(6,0)النقاط  نُعطى 2,0)C −.  
عْ هذه النقاط  1. في معلمٍ متجانس وارسم الدائرة   وضC   المارّة برؤوس المثلثABC اكتب، ثم 

  .معادلةً لها
 Kو Jو Iولتكن . B، والمختلفة عن Bالتي لها ترتيب ، Cالنقطة من  Mلتكن  2.

)على المستقيمات  Mالمساقط القائمة للنقطة  )AC و( )AB و( )CB بالترتيب.  
. .2a احسب فاصلة M.  
. .2b من المستقيمات  معادلةً  اكتب لكل( )AB و( )BC و( )MJ و( )MK.  
. .2c  استنتج إحداثيات النقاطI وJ وK.  
  .على مستقيم واحد، نسميه مستقيم سيمسون Kو Jو Iأثبت وقوع النقاط  3.

على الدائرة المارّة برؤوس  M  النقطة لسابقة صحيحة مهما كان موضعفي الحقيقة تبقى الخاصّة ا
  .ABCالمثلّث 

17 

16 

15 

14 

α

A

B

C

F G

D

E

K

L
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	�	A4�B% �C 4 ���� D%52 E�  
2لتكن  2 2 2 8 0x y x y+ − − −   .Cمعادلةً للدائرة  =
  .الدائرة واحسب نصف قطرها، ثم ارسمها مركز هذه I احسب إحداثيتي 1.
ولقد اخترنا أن . Dو Cومحور التراتيب في Bو Aمحورَ الفواصل في  Cتقطعُ الدائرةُ  2.

  .  سالباً  Dيكون ترتيب 
. .2a  احسب إحداثيات النقاطA وB وC وD.  
. .2b صورة  أثبت أنD  وفق التناظر القائم الذي محوره( )AB ي نقطة تلاقي ارتفاعات هABC.  

 
نقطة تلاقي ارتفاعات مثلّث بالنسبة إلى أضلاعه، على الدائرة  في الحقيقة، بوجه عام، تقع نظائر

  . المارّة برؤوسه
2لتكن   2 6 2 15 0x y x y+ − − − 4 كنتول ،Cمعادلةً للدائرة  = 3 0x y+  معادلةً  =

  .∆لمستقيم 
. .1a  من الدائرة ارسم كلاC  والمستقيم∆.  
. .2b  مماسي الدائرة  ∆2و ∆1أنشئC  ْن للمستقيم الموازيَي∆.  
. .2a معادلةً للمستقيم اكتب d المارّ بمركز الدائرة ،C  والعمودي على المستقيم∆.  
. .2b الم ستقيم أثبت أنd  يقطع الدائرةC  في نقطتينA وB تُطلب إحداثيّاتهما .  
. .2c  من المُماسين 2و ∆1استنتج معادلةً لكل∆ .  

  a وb  عددان من المجال[ ]20,
π  3يُحقّقان

cos
5

a 1sinو =
2

b   sinaاحسب المقادير .  =

)cos قيم واستنتج cosbو )a b+ وsin( )a b−.  

إلى مجموعة النقاط  kLبالرمز  kنرمز في حالة عددٍ حقيقي .  B(0,3)و A(6,0)لتكن النقطتان   
M  ق2: التي تُحق 2 2MO MA MB k+ + =.  
)«: أثبت تكافؤ الخاصّتين 1. ),M x y  نقطةٌ منkL«   2«و 2 4 2 15

3

k
x y x y+ − − + =«  

  .kLطبيعة  kناقش تبعاً لقيم  2.

 a وb  عددان من
2
0, π 
   1، يُحقّقان

sin
2

a 6و = 2
sin

4
b

−
=.  

6، وتحقق أنcosa  احسب 1. 2
cos

4
b

+
=.  

)cosاحسب  2. )a b+ وsin( )a b+ واستنتج ،a b+  ثمb.  
  

22 

21 

20 

19 

18 
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 x  عددٌ من المجال] [20,
π . أثبت أن  

1 cos2
tan

sin2

x
x

x

−
=  

tan ثمُّ استنتج قيم
8

π   وtan
12

π.  

  :يأتيصحّة ما  أثبت 
� 2 24 cos 2 sin 3 cos2x x x+ = +.  
� 4 4cos sin cos 2x x x− =.  
� sin( )cos( ) cos( )sin( ) sin2a b a b a b a b a+ − + + − =.  

هما  βو α .مجاورمرتبة كما في الشكل ال وهي a ثلاثةُ مربعاتٍ طول ضلع كل منها يساوي 
� الزاويتين قياسا

BAE و�
CBE بالراديان.  

  .sinβو cosβو sinαو cosαاحسب  1.

.2  استنتج أن
4

π
α β+ =.  

 ABCD المستقيم  رباعي وجوه فيه( )AB  على المستوي عمودي( )ACD 1وCD   نعرف. =
�
ACB α=  و�BCD = β  و�

CDB δ=  

. .1a  أثبت أنsin

sin( )
BC

δ

β δ
=

+
.  

. .2b  استنتج أنsin sin

sin( )
AB

α δ

β δ
=

+
.  

ABاحسب طول  2. 
   عندما

4

π
α β= و =

3

π
δ =.  

  .اً حقيقي اً عدد x ليكن 
.1  أثبت أن  

8 sin cos cos 2 cos 4 sin 8x x x x x=.  
.2  أثبت أن 

8
sin sin
7 7

π π
= − واستنتج أن ،  

2 4 1
cos cos cos
7 7 7 8

π π π
= −  

.3  أثبت بأسلوب مماثل أن  
2 4 1

cos cos cos
9 9 9 8

π π π
=.  

27 

26 

25 

24 

23 

 
α β

A

B

C

D

1
α β

δ
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 F	�<�B%� &�%.'% G��'%  

)متجانس  معلم في نتأمّل ; , )O i j
� 1للقطع الزائد المُمَثل للتابع  Hالخط البياني  �

( )x f x
x

=֏ .

1ونفترض أنّ . بالترتيب 2xو 1x فاصلتيهما H ن منينقطت Bو Aلتكن  20 x x< يقطع . >
)المستقيم العمودي على  )AB  فيA  القطع الزائدH  مجدّداً في نقطةC إلى فاصلتها  نرمز

  .3x بالرمز
)عمودي على  Hللقطع  Aالهدف من هذه المسألة هو إثبات أنّ المماس في  )BC.  

2أثبت أنّ  1.
1 2 3 1 0x x x + =.  

. .2a  اكتب معادلةً للمستقيمd  المماس فيA  للقطعH.  
. .2b  أثبت أنّ المستقيمين( )BC وd متعامدان .  

  

28 
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   التحاكي

   

  
  ������ � 	
���
�    

  ����� ����� ،������� ���� ����� ،������ ����  

 
� �!�"�� 	
���
� #��$   
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���
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�[ ( EF+ B��= ،,ّ6
�
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Fractals . 5�-� �'���
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  تشابه ذاتي في الطبيعة
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�������  

  نطلاقة نشطةا 
 Cنقطةٌ لا تقع على  A، وOدائرةٌ مركزها  Cفي مستوٍ موجّه، 

إلى المثلث  MNPونرمز بالرمز  Cالدائرة  Mترسمُ نقطةٌ . Oومختلفة عن 
ركز ثقله المتساوي الأضلاع، المباشر وفق التوجيه المألوف للمستوي، والذي م

A . أي( , )
3

MN MP
π

=
����� ����

.  

 Mعندما ترسم  Pللنقطة  2L، والمحل الهندسي Nللنقطة  1Lنهدف إلى إيجاد المحل الهندسي 
  .Cالدائرة 
 MNPبالنظر إلى المثلّث  المتساوي الأضلاع . عنصران ثابتان في الشكل A، والنقطة Cالدائرة 

إذن . ثابتة A، ولكنّ Aأو Pأو Nأو Mكزه أيّ واحدة من النقاط يتبادر إلى الذهن استخدام دوران مر 
   .�120وزاويته  Aالذي مركزه  Rسنتأمّل الدوران 

.1.a  ما صورةM  وفقR ؟   
.b  1استنتج المحلّ الهندسيL  للنقطةNوأنشئه ، .  
  . ، وأنشئهPللنقطة  2Lاستنتج المحلّ الهندسي  2.

  التحاكي في المستوي  

.1.1 	
��
   

    1 تعريف 
O  المستوي ونقطة مفترضة منk تحاكياً  نسمي. عدد حقيقي غير معدوم h  مركزهO  ونسبته
k ٍنقطة التحويلَ الذي يقرن بكل ،M  ًمن المستوي نقطةM OMتحقّق ′ kOM′ =

����� ����

ونرمز إلى . 
O,هذا التحويل بالرمز  kh .  

Mتسمى النقطة  hونكتب  Mحاكية ، أو مُ hوفق التحاكي  Mصورة النقطة  ′
M M أو  ֏′

( )M h M′ =.  
  

O

C M

N

P
A
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    ائجنت 
Mإذا كانت    ���� O, وفق Mصورة  ′ kh وقعت النقاط ،O وM وM على استقامة واحدة وكان  ′

OM k OM′ =.  
  . نفسها Oهي  Oصورة النقطة    ����

OMفي الحقيقة، نستنتج من المساواة  kOM′ =
����� ����

OMأن الشعاعين  
OMو ���� ′

�����
مرتبطان خطياً،  

Mو Mو Oفالنقاط  OMكما نستنتج أن . تقع على استقامة واحدة ′ k OM′ من  =
OM k OM′ = ×
����� ����

.  
) كانتا إذف )h O O 0OO المساواة الشعاعية ، استنتجنا من=′ kOO′ = =

����� ���� Oأنّ  � O′ =.  

.2.1    ������ ����  

    1مُبرهَنة   
Bو ′Aولتكن .  kونسبته  Oالتحاكي الذي مركزه  hليكن   Aصورتي  ′

  :عندئذ. hوفق  Bو
A B k AB′ ′ =
����� ����

  

  الإثبات
)لدينا  )h A A′= و( )h B B   إذن =′

OA kOA′ =
���� OB و  ���� kOB′ =

���� ����  
A ولمّا كان B OB OA′ ′ ′ ′= −

����� ���� ����
)استنتجنا أنّ   )A B k OB OA kAB′ ′ = − =

����� ���� ��������.  

    ائجنت 
  1.نحتفظ برموز المبرهنة 

0k في حالة 1. A، إذا كان ≠ B≠ كان ،A B′ )وكان المستقيم  . ≠′ )A B′ موازياً  ′
)المستقيم  )AB.  

A، كان Bو Aأيّاً كانت النقطتان  2. B k AB′ ′ = Aلأن . × B k AB′ ′ =
����� فالتحاكي الذي . ����

  .kيضرب الأطوال بالعدد  kنسبته 
)الأبعاد المتناسبة للنقطتين مركز  Gإذا كان  3. , )A α و( , )B β كان ،

( )G h G′ )هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  = , )A′ α و( , )B ′ β .  

B ′

A′A

B

O

B ′

A′A

B

O

G
G ′
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0GAفي الحقيقة، لدينا  GBα β+ =
���� ���� �

Gلدينا  1وعملاً بالمبرهنة .  A k GA′ ′ =
����� ����

Gو  B k GB′ ′ =
����� ����

 ،
)إذن  ) 0G A G B k GA GBα β α β′ ′ ′ ′+ = + =

����� ����� ���� ���� Gوهذا يثبت أنّ . � الأبعاد المتناسبة  هو مركزُ  ′
)للنقطتين  , )A α′ و( , )B β′ .  

، وهو بوجه عام يحافظ على مركز التحاكي يحافظ على مركز الأبعاد المتناسبة لنقطتين إن نقول ف
  .تماداً على الخاصّة التجميعيّةالأبعاد المتناسبة لأي عددٍ من النقاط اع

  تكريساً للفهم 

  كيف ننتقل من تحاكٍ إلى مساواةٍ شعاعية، وبالعكس؟ 

N نعبر شعاعيّاً عن كون 1. التعريف إلىاستناداً  � , وفق التحاكي Nصورة  ′ 2Ah  :يأتيبكتابة ما   −

 

مــــركز    صـــورة       نسبة    مــــركز  نقطة  

2A NN A=−′
����� ����

  

ACللتعبير بلغة التحاكي عن المساواة  � kAB=
���� 0kمع  ���� إلى التحاكي الذي  hنرمز بالرمز . ≠

)ونضع  kونسبته  Aمركزه  )h B B ABفيكون . =′ k AB′ =
���� AB، أي ���� AC′ =

���� ومنها  ����
B C′ = . وهكذا يمكننا استنتاج أنC  هي صورةB  وفق التحاكي,A kh. 

 

1ونسبته تساوي  Oوفق تحاكٍ مركزه  Fهذه هي صورة 

2
−. 

 

 
 يُحققAمركزه  h، تحاكٍ Cو Bو A استقامة واحدة في حالة ثلاث نقاط مختلفة علىيوجد، أَ 

( )h B C=؟  

ACأنّ الشعاعين على استقامة واحدة هو  Cو Bو Aلأن التعبير الشعاعي عن وقوع النقاط  نعم، �
���� 

ABو 
ACيُحقّق  kمرتبطان خطيّاً، أي يوجد عددٌ حقيقي غير معدوم  ���� k AB=

���� وهذا يعني أنّ  ،����
C  صورة هيB  وفق التحاكي,A kh . ّوهذا التحاكي وحيد لأنk ر عن ذلك عمليّاً بالقول . وحيدنعب
 إنh  هو التحاكي الذي مركزهA  وينقلB إلى C. 

 مثال

O
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  طريقةٌ لإنشاء صورة نقطة وفق تحاكٍ  

O وA وA′ نرمز بالرمز . ثلاث نقاط مختلفة واقعة على استقامة واحدةh  إلى التحاكي الذي
Mأنشئ النقطة . ′Aإلى النقطة  Aوينقل النقطة  Oمركزه  في كلh  وفق  Mصورة النقطة  ′

  .من الحالتين الآتيتين
)لا تنتمي إلى المستقيم  Mالنقطة  1. )OA.  
.2 M  نقطةٌ من( )OA  من مختلفة عن كلO وA.   

  

.1 ( )M h M′ M، إذن = )نقطةٌ من المستقيم  ′ )OM . وعملاً بالخاصّة
A الأساسية M k AM′ ′ =

������ AM، وعليه يكون الشعاعان �����
�����

Aو  M′ ′
������

مرتبطين  
  .خطياً 
Mإذن  )هي نقطة تقاطع المستقيم  ′ )OM  مع المستقيم المرسوم منA′  ًموازيا( )AM.  

Mفي الحالة الثانية تكون 2. )نقطةً من المستقيم  ′ )OA . لإنشاءM  ، نختار′
)لا تنتمي إلى  Pنقطةً   )OA وننشئ صورتها ،P Pثم نرسم من  ′ مستقيماً  ′
)يوازي  )PM  فيقطع( )OA  في النقطةM   .تلك التي نبحث عنها ′

  

 
   تَدربْ  

  :لات الآتية باستخدام مساواة شعاعيةعبرْ عن كل من المقو  �

� B  هي صورةA  وفق التحاكي الذي مركزهI  2ونسبته−.  
� I وJ  اصورت بالترتيبهما A وB  1/3,وفق التحاكيOh.  

  :مفهوم التحاكي عمالباست العلاقات الشعاعية الآتية عبرْ عن كل من �

� 2AB AC= −
���� ����  

� 2ON MO= −
���� ����   

� 0AB AB ′+ =
�������� �  

    الحل

 مثال

M ′

A′A

M

O

A′O

P

P ′

M ′AM
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؟ وما هي نسبته في حال Bإلى  Aينقل  Oمركزه  hفي كل من الأشكال المرافقة، أَثمةَ تحاكٍ  �

  وجوده؟

      

  .Dإلى  Bوينقل  Gالذي مركزه  hل من الأشكال الأربعة الآتية، عيّن نسبة التحاكي في ك �

          

	 ABC  مثلثٌ وO  نقطةٌ من الضلع[ ]AC . ارسمْ صورةB  وفق التحاكيh  الذي مركزهO 
)ويحقق  )h A C=.  


 ABCD  متوازي أضلاع مركزهOو ،A′  2هي نقطة تحقّقOA OA′ = −
����  Bرسم صورَ النقاط ا. ����

  .′Aإلى  Aوفق التحاكي الذي ينقل  Dو  Cو

� ABC لهمثلثٌ، مركز ثق G.  
� f  ٍنقطة هو التحويل الذي يقرن بكلM  ًمن المستوي، نقطةM   تحقّق ′

MM MA MB MC′ = + +
������ ���� ���� ����  

.a  2أثبت أنGM GM′ = −
����� ����.  

.b استنتج طبيعة التحويلf.  
� g  ٍنقطة هو التحويل الذي يقرن بكلM  ًمن المستوي، نقطةM   تحقّق  ′

2MM MA MB MC′ = − −
������ ���� ���� ����  

  متوازيَ أضلاع ABDCهي النقطة التي تجعل  Dو
.a  2أثبت أنMA MB MC DA− − =

���� �������� ���� .  
.b  استنتج أن g انسحابٌ، يطلب إيجاد شعاعه.  

O

A

B

�

O A B

�

O

A

B

�

D

A B

�

GK 2

3

O
G

B

�

D

G

A B

�

D C

�

G

A

B
D
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  صورة مستقيم، وصورة قطعة مستقيمة، وصورة دائرة  

.1.2    ������� ���� ����� ������ ����        

    2مُبرهَنة   
dهي مستقيمٌ  hوفق تحاكٍ  dصورة مستقيمٍ      .dيوازي  ′

    الإثبات

Bو ′A ونعرّف Bو A نقطتين مختلفتين d نختار على  بالترتيبصورتيهما  ′
Aعندئذ  .hق التحاكي وف B′ ) قيمُ تالمسويوازي  ≠′ )A B′ )المستقيمَ  ′ )AB .

)بة للنقطتين مراكز الأبعاد المتناس Mهو مجموعةُ النقاط  dإنّ  ,1 )A α− 
)و , )B α  عندما تتحولα  فيℝ .  

)هي مجموعة النقاط   E، هذا يعني أنh وفق  dصورة  Eلتكن  )M h M′ ولأن التحاكي يحافظ . =
 على مركز الأبعاد المتناسبة، فإنE  هي مجموعة النقاطM  مراكز الأبعاد المتناسبة للنقطتين ′

( ,1 )A α′ )و − , )B α′  عندما تتحولα  فيℝ . إذنE  هي المستقيم( )A B′ ′.  
  

d المستقيمُ  ، كانdنقطةً من  Oإذا كان مركز التحاكي    )المستقيمَ المار بالنقطة  ′ )O h O= 
d، أي dموازياً  d′ = .  

  
]بأسلوب مماثل لما سبق، إذا تذكّرنا أنّ نقاط القطعة المستقيمة  ]AB  هي مجموعة مراكز الأبعاد

)المتناسبة النقطتين  ,1 )A α− و( , )B α  عندما تتحولα  الآتية رهنةالمب ناثبتأ، [0,1]في:  
  

    3مُبرهَنة   
]صورة قطعةٍ مستقيمة  ]AB  ٍوفق تحاكh ٌهي قطعةٌ مستقيمة ،[ ]A B′   حيث ′

( )A h A′ )و  = )B h B′ =  
  
  
  

B ′

A′A

B

O

M
M ′

d d ′
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.2.2 �� "ّ #�  ������#�  
ABC وAMN  هما فيمثلثانM نقطةٌ من ( )ABو ،N  نقطة من( )AC 

) والمستقيم )MN  يوازي( )BC . إنّ التحاكيh زه الذي مركA  وينقل النقطة
B  إلىM ينقل أيضاً النقطة ،C  إلىN .  

، ينقل أيضاً Mإلى  Bالذي ينقل النقطة  hفي الحقيقة، إنّ التحاكي 
)المستقيم  )BC  إلى المستقيم المار بالنقطةM  ًموازيا( )BC فصورة ،C 

)نقطةٌ من هذا المستقيم، وهي أيضاً نقطة من  hوفق  )AC  فهي إذن نقطة
  . Nتقاطعهما التي هي النقطة المنشودة 

انه شكلٌ مفتاحي عند دراسة والشكل الذي يؤلّف متحاكيان AMNو ABCإن المثلّثين قول ن
   .التحاكي

.3.2  ���� ��$�%  

    4مُبرهَنة   
، مركزها C′ي دائرة ، هkنسبته  h، وفق تحاكٍ rونصف قطرها  I، مركزها C  دائرةصورة  

( )I h I′ rونصف قطرها  = k r′ =.  

    الإثبات
IM، كانCمن  Mكانت  أيّاً  ���� r= .فإذا كانتM ، كان hوفق  Mصورة  ′

I M k IM k r′ ′ = × Mإذن تقعُ النقطة. = التي مركزها  C′على الدائرة  ′
I rونصف قطرها  ′ k r′ =.  

N، إذا كانت بالعكس ���� )تحققُ  Cمن  N، فهل توجد نقطةٌ C′نقطةً من  ′ )h N N ؟ نعم، إذ يكفي =′
Iبالعلاقة  N  أن نعرّف النقطة N k IN′ ′ =

����� )، عندئذ ��� )h N N I، ومن العلاقة =′ N k IN′ ′ = × 
INنستنتج أنّ  r= ّأي إن ،N  تقعُ علىC.    

  تكريساً للفهم 

 
  ؟2ستفيد من المبرهنة كيف ن

Bو ′Aإذا علمنا  �  hوفق  d، عندئذ صورة hوفق تحاكٍ  dمن مستقيمٍ  Bو Aصورتي نقطتين  ′
)هي المستقيم  )A B′ ′. 

I
k r

O

M

M ′

r

C

′C

I ′

A

A

B

B C

M

C

N

NM
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، عندئذ hوفق تحاكٍ  dمن مستقيمٍ   Aصورة نقطة  ′Aإذا علمنا  �
d هي المستقيم hوفق  dصورة   .dموازياً  ′A المرسوم من ′

d إذا كان مستقيمٌ  ولكن بالعكس، � وفق  A، صورة ′Aمار بالنقطة  ′
d، وإذا علمنا أنh تحاكٍ  نّا ، تيقA المار بالنقطة  dيوازي المستقيم   ′

 عندئذ من أنd  .hوفق  dهي صورة  ′

 
  ؟في المثلث ما الصلة بين التحاكي ومبرهنة تالس 

في  تالسمبرهنة ، تناسب AMNو ABCيظهر من الشكل المفتاحي الذي يمثّل مثلثين متحاكيين  �
)«ي بسبب الشرط الأساس المثلث )MN  يوازي( )BC« . التحاكيh  الذي مركزهA  وينقل النقطةM 
ABفإذا كان . Cإلى  N، ينقل أيضاً Bإلى  k AM=

���� AC، كان أيضاً ����� k AN=
���� ���� 

BCو k MN=
����  ، إذن�����

AB AC BC
k

AM AN MN
= = = 

  إنشاء صورة نقطة وفق تحاكٍ  
]منتصف القطعة المستقيمة  B لتكن ]AO  وC  منتصف[ ]BO ولتكن ،M  نقطةً $ تنتمي إلى

)المستقيم  )AO . ر )موازياً  d المستقيمَ  B بالنقطةنمرِّ )AM ر  ∆المستقيم  C بالنقطة، ونمرِّ
)موازياً  )BM .النقطة في ھذان المستقيمان  فيتقاطعN.  

1ونسبته  Oالذي مركزه  hوفق التحاكي  M صورةَ  N تكون النقطةُ  لماذا  

2
  ؟ 

M  النقطة  تعيينل عند تقاطع  M، يمكن ا$ستفادة من وقوع hوفق تحاكٍ  M، صورةَ النقطة ′

Mمستقيمين، إذ تقع    .hعند تقاطع صورتيھما وفق  ′

  
B  هي منتصف[ ]AO وC  منتصف هي[ ]BOإذن ، ( )h A B= 
)و )h B C=و ،h  هو التحاكي الذي مركزهO  1ونسبته

2
k إنّ  .=

)صورة المستقيم  )AM  وفقh  هو المستقيمd  المار بالنقطةB  ًموازيا
( )AM وصورة المستقيم ،( )BM  وفقh  المار  ∆هو المستقيم
)موازياً  Cبالنقطة  )BM .  

)هي نقطة تقاطع المستقيمين  Mولمّا كانت  )AM و( )BM كانت صورتها وفق ،h  هي نقطة تقاطع
)إذن . Nأي  ∆و dالمستقيمين  )h M N= وهذا يثبتُ بوجه خاص أن ،N هي منتصف [ ]OM.  

  

    الحل

 مثال

O ABC

M

N

d ∆

A′

AO

d d ′



  

145  

 
  تَدربْ  

� ABCD متوازي أضلاع .K  المستقيم نقطةٌ على( )DC  تختلف عن
)يقطعُ المستقيمُ . Cو Dكل من  )AK  َالمستقيم( )BD  فيI 
)والمستقيم  )BC  فيJ . نرمز إلى التحاكي الذي مركزهI  وينقلB 

  . hبالرمز  Dإلى 
. .1a  صورة المستقيم  2لماذا تفيد المبرهنة في تأكيد أن( )AB  هي( )DC ؟  
. .1b  استنتج أن( )h A K=؟  
. .2a ما هي صورة المستقيم ( )BC  وفقh ؟  
. .1b  استنتج أن( )h J A=.  
. .3a نرمز إلى نسبة التحاكيh  بالرمزk . ّاستنتج من الأسئلة السابقة أن  

IA kIJ=
��� ���

IKو     kIA=
������

2IAو     IJ IK= ×.  

هو التحاكي  hو. منها Bفي النقطة  Cمماسٌ للدائرة  dالمستقيم  �
Iإلى النقطة  Cمن  I، وينقل النقطة Aالذي مركزه  ارسم النقطة . ′

( )O h O′ وأخيراً . hوفق التحاكي  Cصورة  C′وارسم الدائرة . =
dارسم المستقيم    .hوفق  dصورة  ′

�  ABCD   3شبه مــنحرفــ فــيهAB DC=
���� . نــقطة تــلاقــي قــطريــه O،ــ وــ����

  .hبالرمز  Cإلى  Aوينقل  Oنرمز إلى التحاكي الذي مركزه 
. .1a  ُلماذا يكون المستقيم( )AB  صورةَ المستقيم( )DC  وفقh؟  
. .1b  لماذا نسبةُ التحاكيh  1تساوي

  ؟−3
. .2aيقطع المستقيم d  المرسوم منC  ًموازيا( )DA  َالمستقيم( )DB في I.  
. .1a  لماذا يكونd صورةَ المستقيم  ( )AD  وفقh؟  
. .1b  استنتج أن( )h D I=.  
. .3a المستقيم المار بالنقطة  ∆ليكنD  ًموازيا( )BC  ًوقاطعا( )AC  فيJ.  
. .1a  آخذاً بالحقائق التي توصلت إليها، أثبت أن( )h C J=.  
. .1b  1استنتج أن

3
IJ CD=
��� ����.  

A B

CD

I J

K

A B

CD

I

d

O

A B

d

O

I ′I
C
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      خواص التحاكي ومفاعيله

.1.3  �&��#� �'��#��  
  .2kبالعدد  تضُربُ ونقبل أنّ المساحات  k، تضُربُ المسافات بالعدد kنسبته  hوفق تحاكٍ   

.2.3 	(�)#� *"+ �,&�-�  
Bو ′Aإذا كانت النقطتان  منتصف   I، وكانت hوفق تحاكٍ  Bو A، صورتي بالترتيب، ′

[ ]AB كانت النقطة ،( )I h I′ ]منتصف  = ]A B′ ′.  

  .مثقلّة لى مركز اRبعاد المتناسبة لنقاطفي الحقيقة، يحُافظ التحاكي بوجه عام ع 

.3.3 �.'�� ������� *"+ /����� �0��� *"+ �,&�-�  
Bو ′Aعلى استقامة واحدة، وقعت صورها  Cو Bو Aإذا وقعت النقاط  Cو ′ ، وفق تحاكٍ ′

hة أيضاً ، على استقامة واحد.  
  .هي مستقيم hوفق التحاكي  Cو Bو Aلأنّ صورة المستقيم المار بالنقاط  

.4.3 12����� �0��� *"+ �,&�-�  
dمتوازيين، كانت صورتاهما  ∆و dإذا كان مستقيمان  ، ∆′و  ′

  . ، مستقيمين متوازيينhوفق تحاك 
dو dفي الحقيقة، إنّ     ∆متوازيان، وكذلك الأمر بالنسبة إلى  ′
d، إذن ∆′و   .فمثلاً صورة متوازي أضلاع وفق تحاكٍ هي متوازي أضلاع .متوازيان ∆′و ′

.5.3 �034�#� �
��5�� *"+ �,&�-�  
مثنى مثنى وكانت  مختلفة  Cو Bو Aنقبل دون برهان أنّه في مستوٍ موجه، إذا كانت النقاط  

A′ وB Cو ′   ، كانhصور هذه النقاط وفق تحاكٍ  ′
( , ) ( , )A B A C AB AC′ ′ ′ ′ =
����� ������ ���� �و  ���� �BAC B A C′ ′ ′=  

  
  .التعامد فالتحاكي يحافظ على .ورتا مستقيمين متعامدين وفق تحاكٍ هما مستقيمان متعامدانفمثلاً ص

O
A′

B ′

C ′
A

B

C

O A′

B ′

C ′

A

B < 0k> 0k

C

O

d ′′∆d∆
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  تكريساً للفهم 

  ما فائدة خواص التحاكي التي رأيناها؟ 
 .تفيد عند رسم صورة شكل �

 .تفيد عند إثبات وقوع نقاط على استقامة واحدة �

 .ماتعامده تفيد في إثبات توازي مستقيمين، أو تقاطعهما أو �

  .تفيد في مقارنة المساحات �

  إنشاء صورة مستطيل وفق تحاكٍ 
ABCD  مستطيلٌ مركزهOو ،I  منتصف[ ]AB وG قاطع نقطة ت

)المستقيمين  )IC  و( )BD . نرمز إلى التحاكي الذي مركزهG 
1ونسبته 

2
  .hوفق  ABCDارسم صورة المستطيل . hبالرمز  −

  
، لكن ثلاثاً منها تكفي، لأننا نعلم أن صورة مستطيل وفق Dو Cو Bو Aرسم صور النقاط  نريد

1، كان Mصورةَ  Nوإذا كانت . مستطيلتحاكٍ هي 

2
GN GM= −
���� ����.  

]هي مركز المستطيل فهي منتصف  Oالنقطة  ]AC .وI  هي منتصف[ ]AB  إذنG  هي مركز ثقل
1ينتج من ذلك أنABC . المثلث 

2
GO GB= −
���� )أي ���� )h B O= ،

1و

2
GI GC= −
��� )إذن  ���� )h C I= . وإذا رمزنا إلى منتصف[ ]BC  بالرمز

K كان ،[ ]AK  المتوسط الثالث في المثلّثABC إذن ،
1

2
GK GA= −

)أي  �������� )h A K= . صورة وهكذا نرى أنABCD  هي

  .KOIBثلاثةً من رؤوسه، أي المستطيل  Iو Oو Kالمستطيل الذي تؤلف النقاط 
  

  مقارنة مساحات
ABC  ٌمركزُ ثقله مثلث G . النقاط وA′ وB Cو ′  بالترتيبهي  ′

]منتصفات  ]BC و[ ]CA و[ ]AB . ليكنh  التحاكي الذي مركزه
G  ُوينقلA  إلىA′ ولنضع ،  

( )M h A′=  و( )N h B )و  =′ )P h C ′=  
  .ABCو MNPمساحتي المثلثين  بينقارن   

  

 مثال

 مثال

  الحل
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G  هو مركز ثقل المثلثABC  1إذن

2GA GA′ = −
���� 1هي  hنستنتج أن نسبة التحاكي . ����

2− .
)و )h B B )و =′ )h C C Aهي المثلث  hوفق  ABCفصورة المثلث . =′ B C′ ′ وصورة المثلث  ′

A B C′ ′ هي منتصفات أضلاع المثلث  Pو Nو Mإذ يمكن، إثبات أنMNP) . هي المثلث  ′
A B C′ ′   ، أمكننا أن نكتبkسبته ، تحت تأثير تحاكٍ ن2kولما كانت المساحات تضرب بالعدد ). ′

21
2
21

2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

A B C ABC

MNP A B C

′ ′ ′ = −

′ ′ ′= −

A A

A A
  

1وعليه 
16

( ) ( )MNP ABC=A A.  

 
   تَدربْ  

وينقل  Oالذي مركزه  hوفق التحاكي  ABCDفي كل من الحالات الآتية، ارسم صورة المربع    �
  .′Dإلى  Dالنقطة 

  
�   ABCD وBEFG ومتوضّعان كما في الشكل2و 3 بالترتيبا مربعان طولا ضلعيهم ،.  

�.a  من الزاويتين احسب قياس كل�BAC  و�EBF.  
   .b  المستقيمين استنتج أن( )AC و( )BF متوازيان.  
أثبت أنّ  .Bإلى  Aوينقل  Iالتحاكي الذي مركزه  hليكن  �

( )h C F= ّنسبة التحاكي ، وأنh  2تساوي
3.  

  على استقامة واحدة؟ Iو Gو Dلماذا تقع النقاط  �
هي الدائرة  C، وABCهو مركز ثقل المثلث  Gفي الشكل المقابل،  �

 Cصورة  C′أعدْ رسم الشكل، وارسم عليه الدائرة . المارّة برؤوسه
]إلى منتصف  Aوينقل  Gالذي مركزه  hوفق التحاكي  ]BC.  

� ABC مثلث، وM  1نقطة تحقّق
3AM AB=

����� )موازياً  Mالمستقيم المار بالنقطة . ���� )AC  يقطع
( )BC  فيN والمستقيم المار بالنقطة ،N  ًموازيا( )AB  يقطع( )AC  فيP . ليكنh  التحاكي

  .Mإلى  Aوينقل  Bالذي مركزه 
) وعيّن hاحسب نسبة التحاكي  � )h C.  
�  1أثبت أن

3CN CB=
����   .MBNرُبع مساحة المثلّث تساوي  NPC، واستنتج أن مساحة المثلّث ����

    الحل
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 أفكار يجب تَمثـلُها 

Bو ′Aالنقاط .  kو نسبته  Oإلى التحاكي الذي مركزه  hنرمز بالرمز Mو ′ هي صور النقاط ...  و ′
A وB وM وفق ... وh.  




)ورتها وص Mونقطةٌ  Oمركز التحاكي   )M h M′ OMتقع على استقامة واحدة لأنّ  = kOM′=

����� ����

.  




A العلاقة الأساسية هي  B k AB′ ′ =

����� ����
.  





Aفي حالة : مما سبق  B≠ وC D≠  لديناA B k AB′ ′ C كذلكو  = D k CD′ ′ إذن  =
A B AB

CDC D

′ ′
=

′ ′
.  





، تُضربُ kفوفق التحاكي الذي نسبته . التحاكي تكبيرٌ للأشكال أو تصغيرٌ لها مع حِفْظ النسب 
 .2kوتضرب المساحات بالعدد  kالأطوال بالعدد 





وصورةُ دائرةٍ . وفق تحاكٍ، صورة مستقيمٍ مستقيمٌ يوازيه، وصورة قطعة مستقيمةٍ قطعةٌ مستقيمة توازيها 
C  مركزهاI  ونصف قطرهاR  ٌدائرة′C  مركزها( )I h I′ Rونصف قطرها  = k R′ = ×.  





الأشكال المفتاحيّة في التحاكي هي شكل مثلّثين متحاكيين في  
مثلثان  AMNو ABC ،في المثلث وضعيّة مبرهنة تالس

إلى  Bالذي ينقل  hالتحاكي . Aمتحاكيان مشتركان بالرأس 
M  ًينقل أيضاC  إلىN.  

  منعكسات يجب امتلاكُها





Mلتعيين  Mفتكون ،Mابحث عن مستقيمين متقاطعين في وفق تحاك،  Mةٍ نقط صورة ′ نقطة  ′
  .تقاطع صورتيهما





 .الأسلوبين الآتيين من أحد الاستفادةمكن تلإثبات وقوع ثلاث نقاط على استقامة واحدة،  
� M  وصورتهاM   .على استقامة واحدةواقعة نقاطٌ  هي ومركز هذا التحاكي h وفق تحاكٍ  ′
  .على استقامة واحدةواقعة نقاطٌ  هي صورُ ثلاث نقاط على استقامة واحدة وفق تحاك أو انسحاب  �





 : فكرْ أن التحاكي يفيد في 
  ).متعامدين صورتا مستقيمين متوازيين أو(إثبات توازي مستقيمين أو تعامدهما   �
مــستقيماتــ مــتلاقــية فــي نــقطة  كــأنــْ تــكونــ صورــَ ثــلاثــة( تــلاقــي ثــلاثــة مــستقيماتــ فــي نــقطة وـاـــحــدةــ    �

  ).واحدة

  أخطاءٌ يجبُ تجنبها 





 . ، ذلك لأن الطول عدد موجبkوليس بالعدد  kيجب ضرب الأطوال بالعدد  
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  قطع مستقيمة متحاكية 

]قطعتان مستقيمتان معلومتان  ]AB و[ ]A B′ ]أَتوجد تحاكيات تنقل . ′ ]AB  إلى[ ]A B′ ؟ عند ′
فْها الإيجاب، تعر.  

  حلّ المسألة �

)ن ينفترض أن المستقيم 1. )AB و( )A B′ ]اشرح لماذا لا يوجد أي تحاك ينقل . غير متوازيين ′ ]AB 
]إلى  ]A B′ ′.  

.2  نفترض أن( )AB و( )A B′ Aوأنّ  متوازيان ′ A′≠  وAB A B′ عندئذ يتقاطع المستقيمان . ≠′
( )AA′ و( )BB )كما يتقاطع . Oفي نقطة  ′ )AB )و ′ )A B′  في نقطةI.  

.a  1د تحاكيين من المثلثات المتحاكية، التي تظهر في الشكل، نتبيّن وجوh 2وh  منهما ينقل كل
[ ]AB  إلى[ ]A B′   .تعرفْ هذين التحاكيين. ′

.b  لنفترض وجود تحاكٍ .  السؤال هو تبيان إذا كان هناك غيرهماh  ينقل[ ]AB  إلى[ ]A B′ علل .  ′
)لماذا ينبغي أن تكون  )h A  هيA′  أوB ′ 1، ثمُّ أثبت أنh h=  2أوh h=.  

Aالمسألة عندما  حلّ  3. B AB′ ′ =
����� Aو ���� A′≠.  

  من خواص شبه المنحرف:  تطبيق �

ABB A′ ]شبه منحرف قاعدتاه  ′ ]AB و[ ]A B′ )، يتقاطع ′ )AA′ و( )BB )، ويتقاطع Oفي  ′ )AB ′ 
)و )A B′  فيI . نرمز إلى منتصفي[ ]AB و[ ]A B′ إحدى  بالاستفادة من. Fو Eبالرمزين  لترتيباب ′

  .تقع على استقامة واحدة Fو Iو Eو Oخواص التحاكي، أثبت أن النقاط 

  محلات هندسيّة بالاستفادة من التحاكي  

A وB  نقطتان من دائرةC  مركزهاO ،M  نقطةٌ ترسمC  عدا النقطتينA وB . النقطةI  هي
]منتصف  ]AB والنقطة ،G  المثلث هي مركز ثقلMAB .من هذا التمرين هي إيجاد المحل  الغاية
  .Bو Aعدا  Cالدائرة  Mعندما ترسم  Gللنقطة  Lالهندسي 

 2 نشاط

 1 نشاط
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  تخمين المحل الهندسي  �

لتخمين . هي عناصر ثابتة من الشكل Iو  Bو Aوالنقاط  Cالدائرة 
L يمكن أن نختار عدداً من النقاط ،M  ثمُّ ننشئ النقاطG الموافقة .

  .فنحصل على نقاط تبدو وكأنها على دائرة أو على جزء من دائرة

   إثبات صحّة التخمين �

على استقامة واحدة، وهذا  تقع  Iو Gو Mالنقاط .  والنقاط الثابتة Mو Gلنبحث عن علاقات بين 
  .تحاكٍ  عماليجعلنا نفكّر باست

.1  أثبت أنG  هي صورةM  ٍوفق تحاكh  مركزهI يطلب حساب نسبة هذا التحاكي.  

ولمّا . h، وفق Bو A، عدا C، هو إذن إيجاد صورة الدائرة G، المحل الهندسي للنقطة Lإيجاد  2.
 امنها صورتمحذوفٌ  C′هي الدائرة  L، كانت C′ي دائرة ه hوفق  Cكانت صورة الدائرة 

)أوجد . Bو  Aالنقطتين  )h O  ارسم ثمL.  

 مسائل إنشاء   

  الشرح بمثال  �

d وd ء نقطة نريد إنشا.  نقطة لا تقع على أي من هذين المستقيمين Iالنقطة .  مستقيمان متقاطعان ′
A  علىd  ونقطةA′  علىd ]في منتصف  Iشرط أن تقع  ′ ]AA′.  

   تحليل المسألة : المرحلة الأولى 1.

ع النقاط  لنفترض أنّ الإنشاء منجزٌ، ولندرس الشكل التقريبي بحثاً عن توض
عموماً، نحاول إثبات وقوع هذه النقاط عند تقاطع . المفيدة في هذا الرسم

  .خطّين معلومين

dعلى المستقيم المعطى  ′Aفمثلاً، تقع النقطة  ؟ في ′A، فهل يمكننا إيجاد خط آخر تقع عليه النقطة ′
)وفق التحاكي  Aهي صورة  ′Aالحقيقة، إنّ  , 1)h I  Aوالنقطة . Iأي التناظر المركزي الذي مركزه  −

  .hوفق  dالذي هو صورة المستقيم  ∆على المستقيم  ′A، إذن، تقع dتقع على المستقيم 
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   تركيب الحل : المرحلة الثانية 2.

رين صحّة هذا  ن في هذا الجزء طريقةً لإنشاء الشكل المطلوب، مبرنبي
  .الإنشاء

.a  صورة المستقيم  ∆المستقيم نرسمd  وفقh. مع  ∆ فيتقاطعd علل تقاطع هذين . ′Aفي  ′
  .المستقيمين

.b  يتقاطع المستقيم( )A I′  معd  في النقطةA . فتكونI  منتصف[ ]AA′ . لماذا؟  

  الاستفادة من انسحاب  �

C دائرة مركزهاOو ،A ة من هذه الدائرة، ونقطB  ق3هي نقطة تُحق
2

OB OA=
���� ����

 dنرمز بالرمز .  
)عموديّاً على  Bإلى المستقيم المار بالنقطة  )OA . أنشئ علىd  نقطةM وعلى ،C  نقطةN 

  . متوازي أضلاع OAMNتجعلان من الرباعي 
ب وفق الانسحا Mهي صورة  N: مساعدة 

AO
T����.  

  الاستفادة من تحاكٍ   �

ABC نريد إنشاء مربّع . مثلّثٌ حاد الزواياIJKL  داخل المثلّثABC على أن تقع النقطتان ،I وJ 
]على  ]BCو ،K  على الضلع[ ]AC وL  على الضلع[ ]AB.  

   تحليل المسألة 1.
إلى  hنرمز بالرمز . لإنشاء مُنجزاً، نرى مثلّثين متحاكيين، مما يوحى بالاستفادة من تحاكٍ بافتراض ا

  .Bإلى  Lوينقل  Aالتحاكي الذي مركزه 
.a  ّن عي( )h K و( )h I و( )h J.  
.b  عيّن المربّعBEDC  صورةIJKL  وفقh.  

   يب الحلترك 2.

  .ABCنعود إلى المثلّث 

.a أنشئ المربعBEDC ّمتذكّراً أن ،A وD  تقعان في جهتين مختلفتين من( )BC.  

.b  المستقيم( )AE  يقطع( )BC  فيI والمستقيم ،( )AD  يقطع( )BC  فيJ والعمود على ،
( )BC  فيI  يقطع( )AB  فيL والعمود على ،( )BC  فيJ  يقطع( )AC  فيK . ّأثبت أن
IJKL مربّع.  
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 d  2مستقيمٌ معادلته 3 0x y− + )في معلمٍ  = ; , )O i j
� . Aمحور التراتيب في  dيقطعُ . �

  .hبالرمز  −2ونسبته  Oنرمز إلى التحاكي الذي مركزه 
)إحداثيتي النقطة  اكتب 1.   )A h A′ =.  

dعادلةً للمستقيم استنتج م 2.     .hوفق  dصورة  ′

)في معلمٍ   ; , )O i j
� dو d نتأمل مستقيمين .� 3 بالترتيبن معادلتاهما مستقيما ′ 0x y− + = 

2و 0x y− − dو dيقطع المستقيمان . =   .بالترتيب Bو  Aمحور التراتيب في  ′
.1  تحقّق أنd وd   .Bو Aإحداثيات  احسبمتوازيان و  ′
)ويحقق  Oالتحاكي الذي مركزه  hليكن  2. )h A B=.  

.a  لماذاd   ؟hوفق  dهو صورة  ′
.b ما نسبة هذا التحاكي؟  

)نتأمّل، في معلمٍ متجانس    ; , )O i j
�   الترتيب باللتين معادلتاهما  C′و Cن ي، الدائرت�

2 2 4x y+ 2و  = 2 6 8 0x y x+ − + =.  
  .وتحقق أنهما متماستان C′و Cارسم الدائرتين   1.

.2  أثبت أن′C  هي صورةC  ٍوفق تحاكh (2,0) مركزهI .؟هذا التحاكي ما نسبة  
   C   2دائرة معادلتها 2 6 2 6 0x y x y+ − − + ، في كلٍ من الحالات الآتية، معادلةً عيّن.  =

  .Tوفق التحويل  C، صورة C′للدائرة 
� T 2الذي شعاعه  هو الانسحابu i j= +

� ��.  
� T  هو التناظر الذي مركزهO.  
� T  هو التحاكي الذي مركزهO  2ونسبته− .  
� T  1هو التناظر بالنسبة إلى المستقيم الذي معادلتهy = −.  

)في معلم متجانس    ; , )O i j
� � ،C و′C  بالترتيبدائرتان، معادلتاهما   

2 2 6 8 0x y x y+ − + 2و   = 2 12 6 41 0x y x y+ − − + =  
  .C′إلى  C إحداثيات مراكز التحاكيات الذي ينقل كل منها احسب
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             لنتعلمّ البحث معاً 

  ����� ���� � 
	����
� ���� 
	� !  

ABCD وMNPQ أثبت .مربعان أضلاعهما متوازية مثنى مثنى  أن
)لمستقيمات ا )AM و( )BN و( )CP و( )DQ تتلاقى في نقطة واحدة.  

  نحو الحلّ   ��
د نري. تصغيرٌ للمربع الكبير، يمكننا إذن التفكير بأنهما متحاكيان »المربع الصغير«. لنتأمّل الشكل   �

أحد مداخل البرهان هو إثبات أن اثنين من هذه المستقيمات يمران . إثبات تلاقي أربعة مستقيمات
  .بنقطة تقاطع الاثنين الآخرين

)ارسمْ، على سبيل المثال،  )DQ و( )AM  ولتكنO نقطة تقاطعهما.  
 الاستفادة من على  ،أعلاه، بالإضافة إلى ما توصلنا إليه OMQو  OADثنا تحاكي المثلثين يح   �

)لإثبات أنM.  إلى Aوينقل النقطة  Oالذي مركزه  h التحاكي )CP  بالنقطة يمرO يكفي ،
) من أن  يقنالت )h C P= .  
)لماذا تقع  1. )h C C )موازياً  Qعلى المستقيم المار بالنقطة  =′ )CD؟  
Cلماذا تقع  2. )على  ′ )OC؟ أكمل.  
  .تقع على استقامة واحدة Bو Nو Oأثبت أن النقاط  3.

 .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

  "����
� #$�%� 
	� !  

ABCD  رباعي محدب، قطراه[ ]AC و[ ]BD تقاطعان في مO .
)موازياً  Oالمستقيم المرسوم من  )DC  يقطع[ ]DA  فيI  ،

)موازياً  Oالمستقيم المرسوم من  )BC  يقطع( )AB  فيJ.  أثبت 
)أن المستقيمين  )IJ و( )BD متوازيان.  

  نحو الحلّ   ��
)استناداً إلى الفرْض، . لنحللْ الشكل كي نستنبط النتائج   � )OI  يوازي( )CD و( )OJ  يوازي( )CB .

تحاكٍ مركزه  استعمال، تحثنا على Aا مثلثاتٍ متحاكيةً مشتركة بالرأس فإذا تفحصنا الشكل، تبّينّ 
  .Aالنقطة 
  . دلّ على زوجين من المثلثات المتحاكية 1.
  .احسب نسبة التحاكي في كل من حالتي التحاكي 2.
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حل هو إثبات ، كان إحدى طرائق الhتحاكياً  استعملنافإنْ . يتعلق الأمر بإثبات توازي مستقيمين    �
  .hأن أحد المستقيمين هو صورة الآخر وفق 

، أثبت أن صورة المستقيم Cإلى  Oوينقل  Aالذي مركزه  hالتحاكي بالاستفادة مثلاً من  1.
( )IJ  هي المستقيم( )DB.  

  .أنجز هذا الإثبات 2.
 .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

  ��&	  ����& '�( )'%*�� +���
�  

C و′C  دائرتان متماستان خارجاً فيI مركزاهما ،O وO′  ونصفا قطريهماr وr ، مع ′
r r يقطعُ المستقيمُ  . Nو Mفي  C، وقاطعاً الدائرة Aمستقيماً مارّاً بنقطةٍ معطاة  dليكن . ≠′
( )MI  الدائرة′C فيM )، و يقطعها المستقيم ′ )NI في N )أن المستقيم  أثبت .′ )M N′ ′  يمر

  .Aحول  dبنقطةٍ ثابتة عندما يدور المستقيم 
  نحو الحلّ   ��
لنتأمّل الشكل كي نستنبط بعض النتائج، ونخمّن موضع النقطة    �

IMو IMNيبدو أن المثلثين . الثابتة N′ أَيكون . متحاكيان ′
)المستقيم )M N′ )رة صو  ′ )MN  ٍوفق تحاكh مركزه I ؟  لنقبل

  .بوجود مثل هذا التحاكي ولنرَ ما يترتب على ذلك من نتائج
)تقع على  A، ولمّا كانت Aيتعلّق موضع النقطة الثابتة بموضع النقطة  )MN وقعت صورتها ،

( )h A A′=  على( )M N′ ′ . فمن المعقول التفكير بأنA′ يبقى إذن  إيجاد . هي النقطة المنشودة
)وينقل  Iالذي مركزه  hالتحاكي  )MN  إلى( )M N′ على الدائرة  Nو Mولكن تقع النقطتان . ′

C وتقع صورتاهما ،M Nو ′ إلى  Cوينقل  I، نفكرُ إذن بالتحاكي الذي مركزه C′على الدائرة  ′
′C .  
  . dولاحظ أنها لاتتعلق بالمستقيم  hاحسب نسبة التحاكي  1.
)عين  2. )h M و( )h N.  

 .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

  ,	-. ���	
��'�  

نقطة ما  Mمستقيمان متوازيان،  ∆2و ∆1في الشكل المجاور
)، المستقيم ∆1من  )AM  في  ∆2يقطعP  والمستقيم( )BM 

Iأن  أثبت .Qفي  ∆2يقطع  Q J P′ ′= −
���� ����

.  
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  نحو الحلّ   ��
وبعضها الآخر  Aيبين الشكل خمسة أزواج من المثلّثات المتحاكية، بعضها بالنسبة إلى الرأس     �

  .عين أزواج المثلّثات المتحاكية الظاهرة في الشكل .Bبالنسبة إلى الرأس 
يبدو من الصعب إثبات الخاصّة المطلوبة مباشرة، نفكر إذن بالتعبير عن هذين الشعاعين بدلالة    �

Jين أنّ الشعاع شعاع ثالث، خاصّة وأنّ الملاحظة السابقة تب P′
����

JMهو صورة الشعاع  
����

وفق  
I، وAتحاك مركزه  Q′

����

JMهو صورة الشعاع  
����

  إذن. Bوفق تحاك مركزه  
Jإلى  Jوينقل  Aالتحاكي الذي مركزه  1hليكن  1. 1Jأثبت أنّ . 1k ، ونسبته′ P k JM′ =

���� ����

.  
Iإلى  Jوينقل  Bالتحاكي الذي مركزه  2hليكن  2. 2Iأثبت أنّ . 2k نسبته، و ′ Q k JM′ =

���� ����

.  
1كفي إذن إثبات أنّ لإنجاز المطلوب ي  � 2k k= وليس هذا صعباً إذا تذكّرنا أننا لم نستعمل بعدُ . −

AIو AIJجميع الفرضيّات، وبوجه خاص كون  J′  BIJمتحاكيين، وكذلك الأمر بالنسبة إلى ′
BIو J′ ′.  
1Iأثبت أنّ  1. J k IJ′ ′ =

���� ���

.  
2Iأثبت أنّ  2. J k IJ′ ′ = −

���� ���

 .  
  .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

 �/��0 1�2 3, 4*�5�  

C  دائرةٌ مركزهاOو ،[ ]AB أحدُ أقطارها .I  هي نقطة تحقّقAI AO= −
��� ����.M  نقطةٌ منC 

M، وBو Aمختلفة عن  هي نقطة تقاطع  N، وأخيراً Mهي النقطة المقابلة قطرياً للنقطة  ′
)المستقيمين  )IM و( )BM عدا  Cالدائرة  Mعندما ترسم  N المحل الهندسي للنقطة عيّن .′

  .Bو A النقطتين
  نحو الحلّ   ��
  .اط المتحركةعلينا بدايةً الاهتمام بالنقاط الثابتة والنق   �

  .ثابتة نقاط Bو Oو Aو Iالنقاط   �
Mو Mالنقاط  � ، إذن كذلك الأمر Bو Aعدا  Cالدائرة  Mسمُ متحركة، تر نقاط   Nو ′

Mبالنسبة إلى النقطة    .Mبمواضع  N، وتتعلق مواضع النقطة ′
  .من جهة والنقاط الثابتة من جهة أخرى Nو Mلنبحث، في الشكل، عن الروابط بين النقطتين 

.1  [ ]AB و[ ]MM AMBM، ماذا تستنتج بشأن الشكل الرباعي Cرة قطران في الدائ ′ ؟ استنتج ′
 من ذلك أن( )AM و( )BN متوازيان.  

يُطلب معرفة  hوفق تحاكٍ  Mهي صورة  Nاستنتج أن . متحاكيان IBNو IAMالمثلثان  2.
  .Cعلى  Mلاحظ أنهما لا يتبعان موقع . مركزه ونسبته

10
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المحل الهندسي للنقطة . هي صورتها وفق تحاكٍ ثابت Mمقرونة بنقطة  N وهكذا فإن كل نقطة    �
N  هي، كما نعلم من تعريفه، مجموعة جميع النقاطN قاط المرتبطة بجميع النM  من الدائرة
C  عدا النقطتينA وB . فهي إذن صورةC  عداA وB  وفق التحاكيh  .  

  .عين هذه الصورة  
 .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة

  
�67%8� �5  

)نتأمّل، في معلم متجانس  ; , )O i j
�   : بالترتيبعادلتاهما ، اللتين مC′و C، الدائرتين �

2 2 8 4 16 0x y x y+ − − + 2و = 2 14 2 41 0x y x y+ − + + =  
  .وتعيينها في حال وجودها. C′إلى Cوجود تحاكيات تنقل  تبيانالمطلوب هو 

 نحو الحلّ   ��

إلى مركزي  ′Aو Aفماذا نستنتج ؟ إذا رمزنا بالرمزين  C′إلى C، ينقل hلنفترض وجود تحاكٍ    �
C و′C وبالرمزين . على التواليr وr )إلى نصفي قطريهما كان ′ )h A A′= وr k r′ =.  
rو rواحسب  ′Aو Aاحسب إحداثيات  1. ′ .  
)في المعلم  C′و Cارسم  2. ; , )O i j

� � .  
.3  3استنتج أن

2
k 3هما  kممكنتين للعدد ومن ثم وجود قيمتين  =

1 2
k 32و = 2

k = −.  
ذلك الذي نسبته  2h، و1I النقطة ومركزه 1kذلك الذي نسبته 1h ليكن. يوجد إذن تحاكيان ممكنان   �

2k 2النقطة ومركزهI.  
.1  1أثبت أنI  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( , 3)A )و  − ,2)B 2، وأنI  هو مركز

)الأبعاد المتناسبة للنقطتين  , 3)A  و( ,2)B .  
  .2Iو 1Iأنشئ على الشكل النقطتين  2.

ولكن لم . 2hو 1hهو واحدٌ من بين التحاكيين  C′إلى  Cينقل  hن لقد أثبتنا أنّ أي تحاك إذ   �
  .ذه المسألةنثبت بعدُ أنّ هذين التحاكيين يجيبان فعلاً عن ه

  .C′هي الدائرة  2hأو  1hوفق  Cأثبت أن صورة 

 .أنجزِ البرهانَ واكتبهُ بلغةٍ سليمة
  

11 
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        الأمام إلى قدُُماً 

  ABCD ،برباعي محد O  هي نقطة تقاطع قطريه[ ]AC و[ ]BD . المستقيم المرسوم من
A  ًموازيا( )BC  يقطع( )BD  فيE والمستقيم المرسوم من ،B  ًموازيا( )AD  يقطع( )AC 
  .Fفي
)1ويحقّق  1kونسبته  Oالتحاكي الذي مركزه  1hليكن  1. )h A F= . 1أثبت أن( )h D B= ،

 1واستنتج أنOF k OA=
1OBو �������� k OD=

���� ����.  
)2ويحقّق  2kونسبته  Oالتحاكي الذي مركزه  2hليكن  2. )h C A=.  2أثبت أن( )h B E= 

 2واستنتج أنOE k OB=
���� 2OAو ���� k OC=

���� ����.  
. .3a  1استنتج من الأسئلة السابقة أن 2OE k k OD=

���� و  ����
1 2OF k k OC=

���� ����.  
.b  المستقيمين أثبت أن( )DC و( )EF متوازيان.  

 ABCD شبه منحرف، وO و. نقطة تقاطع قطريهM  المستقيم . شبه المنحرف »خارج  «نقطة
)موازياً  Cالمرسوم من  )AM  يقطع المستقيم المرسوم منD  ًموازيا( )BM  فيN . ليكنh 

)ويحقق  Oالتحاكي الذي مركزه  )h A C= . ،التحاكي  ستفيداً منمأثبتh النقاط أن ،O وM 
  .تقع على استقامة واحدة Nو

  [ ]OO′  و6قطعة مستقيمة طولها ،I  4نقطة منها تحققOI الدائرتين  C′و C لتكن. =
) ، مختلفٌ عنdمستقيمٌ  يمرI . بالنقطة والمارتين  ′Oو Oبالترتيب اللتين مركزاهما  )OO ′ ،

  .على التوالي Nو Mفي  C′و Cويقطع  Iبالنقطة 
.1 .a  ما صورةC  وفق التحاكيh  مركزه الذيI  1ونسبته

  ؟−2
.b  المستقيمين أثبت أن( )OM و( )O N′ متوازيان.  
N لتكن 2. )نقطة تقاطع  A، وC′على الدائرة  Nالنقطة المقابلة قطريّاً للنقطة  ′ )MN ′ 

)و )OO ′.  
.a  احسب العددk  الذي يحققAO kAO′=

���������.  
.b النقطة استنتج أن A  ثابتةٌ عندما يتحوّل المستقيمd  حولI.  
.c  تحقّق أنA  هي مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين( , 1)O )و − ,2)O ′.  

  A وB  نقطتان، نرمز بالرمزf  ٍإلى التحويل الذي يقرنُ بكل نقطةM  ًمن المستوي، نقطة
M 2MMتحقّق  ′ MA MB′ = +

������ ���� )مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  G، وليكن ���� ,2)A 
)و ,1)B.  ارسمْ النقطةG  2وأثبت أنGM GM′ = −

�����   .fتنتج طبيعة التحويل اسثمُّ  .����
  

15 

14 
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  ABC  مثلث، النقاطA′ وB Cو ′ هي على التوالي منتصفات  ′
[ ]BC و[ ]CA و[ ]AB .M  نقطة في المستوي( )ABC1، وd  هو

)موازياً  Aالمستقيم المار بالنقطة  )MA′2، وd  هو المستقيم المار
)موازياً  Bبالنقطة  )MB موازياً  Cهو المستقيم المار بالنقطة  3d، و′
( )MC التحاكي الذي مركزه  h، وABCمركز ثقل المثلث  Gنضع . ′

G  2ونسبته−.  
.1 .a  1لماذاd  هي صورة( )MA′  وفقh؟  

.b  من ما صورة كل( )MB )و ′ )MC   ؟hوفق  ′
.2   1ات المستقيم  استنتج أنd 2وd 3وd  تتلاقى في نقطة واحدةM Mو Mو Gوأن النقاط   ′ ′ 

  .دةتقع على استقامة واح
في  M، ولنأخذ النقطة ABCالمثلث  المارة برؤوسمركز الدائرة  Oكن يل .  لريأو مستقيم   3.

O.  
.a  صو رة أثبت أن( )OA′  وفقh  هي الارتفاع المرسوم منA  في المثلثABC.  
.b  استنتج أنه إذا انطبقتM  علىO  انطبقتM نقطة تلاقي أي  Hالنقطة على  ′

  .ABCارتفاعات المثلث 
.c  النقاط استنتج أن O وH وG  لريأو مستقيم واقعة على مستقيم واحد، يسمى.  

)التحاكي الذي مركزه  hليكن    )2, 1I 3ونسبته  −

2
k = − .  

.1  C  التي مركزها   هي الدائرةO  والمارة بالنقطةI  . ارسم الدائرة′C صورة ،C  وفق  h اكتب، و 
  .معادلةً لها

.2 d  3هو المستقيم الذي معادلته 5 0x y− + dارسم المستقيم . = ، h وفق d، صورة ′
  .معادلةً له واكتب

  ABC مثلث، وk  عددٌ حقيقي من] [0,1 ،M  هي النقطة التي تحققAM k AB=
����� ���� .

)موازياً  Mالمستقيم المرسوم من  )AC  يقطع( )BC  فيN  والمستقيم المرسوم منN  ًموازيا
( )AB  يقطع( )AC  فيP . 1ليكنh ركزه التحاكي الذي مB  1ويحقّق( )h A M= 2وh 

)2ويحقّق  Cالتحاكي الذي مركزه  )h B N=.  
  .2hو  1hمن التحاكيين  نسبة كلk  احسب بدلالة  1.
2تساوي جداء ضرب العدد  NPCاستنتج أن مساحة المثلث  2.

1
( )k

k−
  .BMNبمساحة المثلث  
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التحاكي الذي  hليكن . نتأمّل في المستوي الموجّه الشكل المجاور  
وزاويته  Aالدوران الذي مركزه  rوليكن . 2ونسبته  Bمركزه 

2

π.  

ع على الشكل النقطة  1. وض( )D h A=.  

CDلإــثــباتــ أــنــr  اــلــدوـرــاـــنــ  فدْ مــناــست  2. IJ=  وـأـــنــ( )CD و( )IJ 
  .متعامدان

.3  2استنتج أنIJ AO=  المستقيمين وأن( )OA  و( )IJ متعامدان.  

. مربّع BCDEوجّه الشكل المجاور الذي فيه نتأمّل في المستوي الم 
DCالانسحاب الذي شعاعه  tليكن 

أثبت أنt  بالاستفادة من . ����
)المستقيمات  )AA′ و( )DI و( )EJ تتلاقى في نقطة واحدة.  

 A وB  نقطتان من دائرةC  مركزهاO .وM قطةٌ من نC  مختلفة
]منتصف  I،  وAMBمركز ثقل المثلث  Gليكن . Bو Aعن كل من  ]AM.  

  ؟Bو Aما عدا  Cالدائرة  Mعندما ترسمُ  Iما هو المحل الهندسي للنقطة  1.

  ؟Bو  Aما عدا  Cالدائرة  Mعندما ترسمُ  Gالمحل الهندسي للنقطة  ما هو 2.

 C و′C رتان متمركزتان في النقطة دائO 3و 4، نصفا قطريهما 
عن  نقطة متحولة منها مختلفة Mو C′نقطة ثابتة من  A. بالترتيب

A . المستقيم المار بالنقطةA  عمودياً على( )AM  يقطع الدائرةC  في
  .IMJمركز ثقل المثلث  Gوليكن . Jو Iالنقطتين 

  ما هي العناصر المتحركة في الشكل؟ 1.
. .2a   القطعتين أثبت أن[ ]AB و[ ]IJ فتانمتناص.  
.b   النقطة استنتج أنG  ثابتة عندما ترسمM  الدائرة′C  2 وأن 0GO GA+ =

���� ���� �.  
. .3a ة ما المحل الهندسي لمنتصف القطع[ ]IJ  ُعندما ترسمM  الدائرة′C  محذوفاً منهاA؟  
.b  ليكنK  منتصف القطعة[ ]MIو ،L  منتصف القطعة[ ]MJو ،H  منتصف القطعة

[ ]OA . المحل الهندسي للنقطة أثبت أنL  هو الدائرة التي مركزهاH  2ها ونصفُ قطر.  
.c المحل الهندسي للنقطة  عيّنK.  

 d وd )نقطة ثابتة في المستوي  O ،Aمستقيمان متقاطعان في  ′ , , )O d d ، لا تنتمي إلى أي ′
dو dمن المستقيمين  dو dعلى أنْ تمس  Aأنشئ دائرة مارة بالنقطة . ′ كم حلاً تجد لهذه . ′

  المسألة؟
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كتب �سـكال  عندما ،أربعة قرونحوالي بدأ �ه�م �لظواهر العشوائيّة منذ 
الـنرد حجـر  في لعبة رمي: مسائل تتعلق بالٔعاب المصادفةإلى فيرما يسا0ٔ عن رأيه في 

نرد ثـلاث مـرات ضـور أن يجـرب حظـه، وبعـد أن رمى الـثماني مرات أراد أحـد الح
م هـذا بكم يجـب أن يغـر\ ف ـ. ةاللعبـ مـنللاعـب ا سـحبان كلها خاسرة وكانت نتائجها 
هـو نظريـة  nـمجديـد  اتيضـيفـرع رh بزوغنت نتيجة هذه المراسلات اللاعب؟ كا
 �حــ�لات قبــل قــرن مــن مراســلات كان كاردان قــد درس موضــوع .�حــ�لات

كراسـاً صـغيراً يحمـل  1657هويغنز في عـام  نشرو ، ولكن عمr اqهمل. �سكال وفيرما
. ه هـو المراسـلات الـتي أشر� إليهـاوكان دافعـ) حول التفكير في ألعـاب الـنرد(اسم 

نظريـّة ، عـلى يـد كلَْموغـوروف 1933بـدءاً مـن عـام ، نظريـة �حـ�لات أصبحت
   .العشوائيّةة أعطت نتائج مؤكدّة عن ت� الظواهر اتيرhضيّ 

قبل  النتيجة معرفةولكن لا يمكننا  ا،و�يه يظهر لنا أحدقطعة نقود  لقاءإ  فعند
كذ� عندما نلقي نرداً فهناك ستّ نتائج ممكنة ولا يمكننا تحديد النتيجة  إلقاء القطعة

  . ائيّةها ن اللعبتان مثالان عن التجارب العشو . استباقاً 
 على الأقلّ مولودان في اليوم نفسه من العام؟ لو ينا¥ترُاهن أنّ في صفّك طالب

والتجربة تؤكدّ أنهّ في صفّ  النظريةّ تثبتُ . فعلتَ ذ� فإنكّ قد تربح �ح�لٍ معقول
العام طالباً هناك طالبان على الأقلّ مولودان في اليوم نفسه من  30مكوّن من 

    .50إذا ارتفع عدد الطلاّب إلى %97وأنّ هذا �ح�ل يصبح  %�71ح�ل 
مرّات فإنّ اح�ل الحصول  10في لعبة إلقاء قطعة النقود، لو ألقينا القطعة 

النظريةّ  ومع ذ� تثبتُ ). %0.1 أقلّ من( صغير جداً عشر مرّات  Tعلى 
مرّة فإنّ اح�ل ظهور هذه  4000التجربة السابقة  أجريناوالتجربة تؤكدّ أنهّ لو 

  .%98 النتيجة في إحدى المرّات على الأقلّ هو
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  �ح�لات
   نطلاقة نشطةا 

  لماذا تعُتبر نظريةّ الاحتمالات فعّالة؟  �

دد إلى ع nSلنرمز بالرمز . مرّة nلنفترض أنّنا ألقينا قطعة نقود متوازنة : سيوضّح لنا ذلك المثال الآتي

n، أيT إلى التكرار النسبي للوجه nfوبالرمز  T الوجه مرّات ظهور
n

S
f

n
مقابل كلّ قيمة للعدد . =

n سنحصل على قيمة للعدد nf . ّتؤكّد مبرهنةٌ في الاحتمالات أنnf  عندما تكبر  0.5يقترب منn 
قانون تسمّى هذه المبرهنة . معدومٌ  كهذه نتيجة إنّ احتمال عدم الحصول على: أكبربدقّة . كِبراً لا متناهياً 

فالتجربة تؤكّد النظرية أو  ،نحصل على هذه النتيجةسفإنّنا فعلاً التجربة هذه إذا أجرينا . د الكبيرةالأعدا
ولكن أمثلة  وأهمّيتهاأنّ مثالاً واحداً لا يكفي لإثبات فعالية النظرية  صحيحٌ . إنّ النظريّة تتّفق مع الواقع

  .وحالات أخرى كثيرة أثبتت ذلك
  دراسة تجربة عشوائيّة  �
 .كلّ النتائج الممكنة للتجربة تعيينيجب أوّلاً  .1
 حظّها فييعبّر عن  والواحدعلينا، بعد ذلك، ربط كلّ نتيجة ممكنة بعدد محصور بين الصفر  .2

 .مجموع كلّ الاحتمالات يساوي الواحد. هذا العدد هو احتمال حدوث هذه النتيجة .الحدوث
  :هناك في الحقيقة حالتان

� ��������، وذلك حساباً سابقاً  عندما يكون بالإمكان حساب احتمال حدوث كل نتيجة ممكنةوهي  :

فمثلاً، في تجربة إلقاء النرد الذي نفترضه مثاليّاً، . بأسلوب دقيق وبالاعتماد على شروط التجربة

1احتمال ظهور أيّ وجه من الوجوه الستّة هو

6
الإضافة إلى ذلك فإنّنا نفترض أن النرد بلا ذاكرة أي ب. 

  .نقول في هذه الحالة إنّ التجارب مستقلّة. إنّ نتيجة تجربة ما لا تتعلّق بنتائج التجارب التي سبقتها

�� �!�� ����فلا . أو كلّها النتائج الممكنة للتجربةنستطيع حساب احتمال حدوث بعض  عندما لاوهي  :�

. ، توقّع نتيجة انتخابات قبل حدوثها أو توقّع نسب الزمر الدمويّة لدى السكّان في بلدٍ مايمكننا، مثلاً 
منتقاة جيّداً من المقترعين في  )عيّنة(نات على مجموعة افي هذه الحالة نعمد إلى إجراء استب

فقانون . منتقاة أيضاً من الأشخاص )عيّنة( لزمر دم مجموعةالانتخابات أو إلى إجراء تحاليل 
كانت النتائج  كبيراً بقدر كافٍ الأعداد الكبيرة سالف الذكر يؤكّد لنا أنّه إذا كان عدد عناصر المجموعة 

بعيدة  الاستبانةفاحتمال أن تكون نتائج . كبيرالتي نحصل عليها قريبة من النتائج النظريّة باحتمال 
  .جدّاً  عن نتائج الانتخابات ضئيلٌ 



164 

   الاحتمال ناصرع  
�� ً�$� �ّ&'	  (��)�� *'� 
 +, �!�� �-��� ./�� 
 *���01.  

.1.1 ������� 	
�� ،������� ������ ،��������� �������   

 
  1تعريف  

وإحداها فقط، فتكون  naأو …أو  2aأو  1aنتائج تعطي إحدى ال تجربة عشوائيّةلنتأمّل 
}المجموعة  }1 2, , , na a aΩ = …
نسمّي كل مجموعة جزئية . الموافق لهذه التجربة فضاء العينة ∗

})1مثل (نة من عنصر واحد ونسمي كلّ مجموعة جزئية مكوّ . حدثاً  Ωمن  }a  ًحدثاً بسيطا .
}وكذلك نسمي الحدث المؤلف من جميع النتائج الممكنة للتجربة أي  }1 2, , , na a aΩ = الحدث  …

نتيجة ويقابله المجموعة  ةالحدث الذي لا يحتوي على أيّ  حدثَ المستحيلالنسمّي وأخيراً  .الأكيد
∅{}: الخالية  =.  

.2.1 �
����� �� 
! ،"��� #��� �
����  

 
  2 تعريف

}ولتكن المجموعة  تجربة عشوائيّةلنتأمّل  }1 2, , , na a aΩ = …  الموافق لهذه  ةنَ فضاء العي
ل احتمال من نتائج هذه التجربة عدداً يُمث  )حدث بسيط(كن أن نقرن بكلّ نتيجةٍ يُم. التجربة

  .التجربة العشوائيّة قانون احتمالبذلك ما يسمى  فُ عر فنُ . الحصول على هذه النتيجة
. naإلى احتمال  np، و...، 2aإلى احتمال  2p، و1aإلى احتمال النتيجة  1pنرمز عادةً بالرمز 

  وإذا أردنا أن تكون الرموز أكثر تعبيراً، فإنّنا نكتب
1 1 2 2( ) , ( ) , , ( )n na p a p a p= = =P P P….  

1تنتمي جميع الأعداد  2, , , np p p…  ويكون لدينا . [0,1]إلى المجال:  

1 2 1np p p+ + + =⋯  

   

ياً كرتين نسحب عشوائ. سمَ لْ في صندوق ثلاث كرات سوداء اللون وواحدة بيضاء وكلّها متماثلة المَ 
عيّن فضاء العيّنة . دون إعادة، ونسجّل زوج الألوان مع أخذ الترتيب في الحسبان التتاليعلى 

   .وقانون الاحتمال لهذه التجربة العشوائيّة

                                                 
∗ Ω  يُقرأ أومِغا حرفٌ يوناني.   

 مثال



  

165  

6 

  
، استطعنا تحديد النتائج wمز ، وإلى الكرة البيضاء بالر bإذا رمزنا إلى الكرة السوداء بالرمز   

)الممكنة لهذه التجربة بسهولة فهي  , )b b و( , )b w و( , )w b . يكون فضاء العيّنة لهذه التجربة ومن ثَم  
{ }( , ),( , ),( , )b b b w w bΩ =  

)هذه التجربة غير متساوية الاحتمال لأنّ احتمال  من الواضح أنّ  , )b b  أكبر من احتمال( , )b w . ولكن
تمثيل التجربة  ونعمد إلى. 3إلى  1للاستفادة من الحالات متساوية الاحتمال، نرقّم الكرات السوداء من 

  :المفترضة بمخطّط شجري كما يأتي

  

يمكّننا هذا المخطّط من حساب احتمال كلّ حدث بسيط، حيث نقبل بمبدأ تساوي الفرص بالنسبة إلى كلّ 
  :فرع من فروع الشجرة، ونلخّص النتائج على النحو الآتي

)تظهر النتيجة  � , )b b  ستّ مرّات، فاحتمال وقوع الحدث البسيط{( , )}b b  6يساوي 1

12 2
=.  

)وتظهر النتيجة  � , )b w  ثلاث مرّات، فاحتمال وقوع الحدث البسيط{( , )}b w  3يساوي 1

12 4
=.  

)تيجة وتظهر الن � , )w b  ثلاث مرّات، فاحتمال وقوع الحدث البسيط{( , )}w b  3يساوي 1

12 4
=.  

  :وعليه يمكننا تمثيل قانون احتمال هذه التجربة كما يأتي
  

)  النتيجة , )b b  ( , )b w  ( , )w b  

1  احتمال وقوعها

2
 1

4
 1

4
 

  

    الحل

 السحب الأوّل

 السحب الثاني

) النتائج , )w b( , )w b( , )w b( , )b w( , )b b( , )b b( , )b w ( , )b b( , )b b( , )b w ( , )b b( , )b b

� � �

� � �� �� �� �
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.3.1 �
����� �$%
��& ���������� '(
����  

 
  3 تعريف

نّ التجربة متساوية في تجربة عشوائيّة، إذا كان للنتائج الممكنة المختلفة كلّها الاحتمال ذاته، قلنا إ
): كلها هو عدد نتائج التجربة nوإذا كان . اً منتظم اً أو إنّ لها توزيع الاحتمال )n n= Ω  كان

1احتمال كلّ نتيجة مساوياً 
p

n
  .ذلك لأنّ مجموع هذه الاحتمالات يجب أن يساوي الواحد. =

.3.1 ��&
��� ��
)� * ��� +�!% �
����  

 
  خاصّة أساسيّة

يساوي مجموع احتمالات وقوع  )غير الحدث المستحيل(في تجربة عشوائيّة، احتمال وقوع حدث 
  .0فاحتمال وقوعه يساوي  ∅أمّا الحدث المستحيل . كلّ الأحداث البسيطة التي يتألّف منها

  
الحدث . 6إلى  1لنتأمّل في تجربة إلقاء حجرَي نرد متوازنين تماماً ومتماثلين مرقّمين من 

، الموافق “8 يساوي أو مجموعهما 3أكبر تماماً من  الحصول على رقمين متساويين”
}:  للمجموعة الجزئية }(4 & 4),(5 & 5),(6 & 6),(2 & 6),(3 & 5)A إنّ احتمال وقوع هذا . =

  الحدث يساوي

 
( ) (4 & 4) (5 & 5) (6 & 6) (2 & 6) (3 & 5)

1 1 1 2 2 7

36 36 36 36 36 36

A = + + + +

= + + + + =

P P P P P P

  

  نتيجة مُهمّة 
هو خارج قسمة عدد عناصر  Aتجربة عشوائيّة متساوية الاحتمال، احتمال وقوع حدثٍ  في

  :أي  Ωالحدث على عدد عناصر فضاء العيّنة 

  
1كان احتمال أي حدث بسيط  Ωعدد عناصر  mلأنه إذا كان 

p
m

عدد  k، وإذا كان =

  استنتجنا أنّ  Aالأحداث البسيطة التي تؤلّف 

  

  Aعدد عناصر 
 Ωعدد عناصر 

( )
( )

( )

n A
A

n
= =

Ω
P

 مثال

1 1 1 1
( )

k
A k

m m m m m
= + + + = × =P ⋯
�����������������

k مرّة
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   تَدربْ  

نهتمّ برقم الوجه الظاهر في . 6إلى  1تجربة إلقاء حجر نرد مكعّب الشكل وجوهه مرقّمة من في    ����
  .  لىالأع

  .اكتب فضاء العينة �
  :الآتية عبّر بعبارة نصية عن كلّ من الأحداث  �

{1,3,5} {1,2, 3}

{5,6} {2,4,6}

� �

� �

 

  :اكتب بصيغة مجموعة جزئية من فضاء العينة كلاً من الأحداث الآتية  �
 .“الحصول على عدد أوّلي” �
 .“الحصول على عدد فردي” �
 .3“أو 2الحصول على عدد يقبل القسمة على ” �
 .“الحصول على مربّع كامل” �

  

نهتمّ مرّتين متتاليتين،  4إلى  1إلقاء حجر نرد رباعي الوجوه متوازن تماماً مرقّم من في تجربة   ����
   .بمجموع الرقمين الناتجين

,8,7,6,5,4}:فضاء العينة علّل لماذا يكون � 3,2}Ω   ؟=
  :اكتب قانون الاحتمال مُتمماً الجدول الآتي �

 8 7 6 5 4 3 2  النتيجة

  احتمال وقوعها
 
 

      

}احتمال وقوع الحدث احسب  � }3,5,7S =.  
}احسب احتمال وقوع الحدث  � }6,7,8T =.  
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   الاحتمالمبرهنات في   
 .1.2 ,-. /
�-�. ������  

  

 
  4 تعريف

حدثين أي  Bو Aوليكن . التي تمثل فضاء العينة لتجربة ما Ω المنتهية لتكن المجموعة �
 .Ωمجموعتين جزئيتين من 

في  Bو Aيقع عندما يقع الحدثان  هو الحدث الذي B»و A« الحدث �
A المجموعة الجزئيّةيوافق هذا الحدث و . آن معاً  B∩،  أي مجموعة

 .Bو Aنتائج التجربة التي تنتمي إلى كل من المجموعتين 

Aيكون  وعندما � B∩ =  .منفصلان Bو Aنقول إنّ الحدثين  ∅

 Aيقع عندما يقع أحد الحدثين  هو الحدث الذيف B»وأ A« الحدثأما  �
Aالمجموعة الجزئيّة يوافق هذا الحدث و . على الأقل Bوأ B∪،  أي

 أو Bوأ Aتنتمي إلى أي من المجموعتين مجموعة نتائج التجربة التي 
 .كليهماإلى 

، أي مجموعة نتائج التجربة Aهو الحدث الذي يقع عندما لا يقع الحدث  ′A المُعاكسالحدث   �
 .Aمجموعة التي لا تنتمي إلى ال

إذا كانا منفصلين وغير مستحيلين وكان  Ωيؤلّفان تجزئة للحدث الأكيد  Bو Aنقول إنّ الحدثين  �
A B∪ = Ω. 

   

}نتأمّل المجموعة  }0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9Ω في  لأعداد الزوجيّةل الحدث الموافق Aكن يل. =
Ωو ،B في  لأعداد الفرديّةالموافق ل ثالحدΩ وC في 4 مضاعفات العددل الحدث الموافقΩ.  
  :الآتية بصيغة القائمة الأحداثاكتب  �

A B∩ ،A B∪ ،A C∩ ،A C∪ ،B C∪، B C∩، A′، ( )A B ′∪. 
 ؟Ωتجزئةً للمجموعة  Bو A الحدثانؤلّف يهل  �
)بالرمز  Aالمجموعة  عناصرلنرمز إلى عدد  	 )n A . ّأثبت أن 

( ) ( ) ( ) ( )n A B n A n B n A B∪ = + − ∩ �  
( ) ( ) ( )n A n n A′ = Ω − �  

 مثال

B

A B∪

A

B

A B∩

A
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  Cو Bو Aالمجموعات عناصر نكتب أولاً  �

{0,2, 4,6, 8}, {1, 3,5,7,9}, {0,4, 8}A B C= = =  
  بالاستفادة من التعاريف السابقة نجد

{0,1,2, 3,4,5,6,7, 8,9} {0,1,3,4,5,7,8,9}

( ) {0,4, 8}

{1,3,5,7,9} {0,2, 4,6,8}

A B B C

A B B C

A B A C

A B A C A

∩ = ∅ ∩ = ∅

∪ = Ω = ∪ =

′∪ = ∅ ∩ =

′ = = ∪ = =

  

Aنلاحظ أن  � B∪ = Ω وA B∩ =  .Ωتجزئةً للمجموعة  Bو A المجموعتان ، إذن تؤلّف∅

  .هذا تحققٌ بسيطٌ نتركه للقارئ 	

.2.2  0��1
���������� /�  

 
    1 مُبرهَنة

  :حدثين في تجربة عشوائيّة عندها Bو A ليكن
) منفصلين Bو Aالحدثان  إذا كان � )A B∩ = ) انك ∅ ) ( ) ( )A B A B∪ = +P P P. 
)فيكون  في الحالة العامّةأمّا  � ) ( ) ( ) ( )A B A B A B∪ = + − ∩P P P P. 
	 ( ) 1 ( )A A′ = −P P. 

  الإثبات
)إنّ  � )AP مالات عناصر هو مجموع احتAو ،( )BP  هو مجموع

)كذلك . B احتمالات عناصر )A B∪P  هو مجموع احتمالات عناصر
A B∪ ولمّا كان ،A وB  ،منفصلين وليس ثمّة عناصر مشتركة بينهما

) استنتجنا أنّ  )A B∪P هو مجموع احتمالات عناصر A  مضافاً إليه
)ومنه  Bمجموع احتمالات عناصر ) ( ) ( )A B A B∪ = +P P P.  

)إنّ  � ) ( )A B+P P  هو مجموع احتمالات عناصرA  مضافاً إليه مجموع
Aفي هذه الحالة نحسب احتمالات عناصر . Bاحتمالات عناصر B∩ 

)عطي مرّة في المجموع الذي ي: مرّتين )AP  ومرّة في المجموع الذي يعطي
( )BP إذن يجب طرح مجموع احتمالات عناصر ،A B∩  مرّة واحدة

A لنحصل على مجموع احتمالات عناصر B∪ .ومنه 

( ) ( ) ( ) ( )A B A B A B∪ = + − ∩P P P P  

    الحل

A B

A B∩ = ∅

A B

A B∩ ≠ ∅
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Aلدينا  ′Aمن تعريف  	 A′∪ = Ω وA A′∩ =  ، إذن∅

( ) ( ) ( ) 1A A′+ = Ω =P P P  
  .وهذا يُنجز الإثبات

  ؟1كيف نستفيد من المبرهنة  
 .x  نسحب عشوائيّاً كرةً ونسجّل رقمها.  100000إلى  1كرة مرقّمة من  100000يحوي صندوق 

  ما احتمال كل من الحدثين الآتيين؟
A :»x  ً3للعدد  ليس مضاعفا«.  
B :»x  5أو ليس مضاعفاً للعدد  3ليس مضاعفاً للعدد«.  

 
إنّ النتائج الممكنة كلّها متساوية الاحتمال لأنّ السحب عشوائيّ . نختار مجموعةَ الكرات فضاءً للتجربة

  .افتراضاً 
) يتطلّب حساب � )AP 3 التي ليست من مضاعفات 100000و 1 عدّ الأعداد الطبيعيّة الواقعة بين . 

،  وعد »3من مضاعفات  x«لوجدنا أنّ هذا الحدث هو  Aللحدث  المتمم ′Aلو تأمّلنا الحدث 
في  3لعدد لهذا الغرض نلاحظ أنّ أوّل مضاعف ل سط من عدّ غير المضاعفاتالمضاعفات أب

99خر مضاعف هو آو  3المجموعة هو  ومن ثَمّ فإنّ عدد هذه المضاعفات هو  999
99 999

33333
3
)إذن  = ) 0.33 333A′ =P وعليه نجد 

( ) 1 0.33 333 0.66667A = − =P  
Bهـــو  Bللحـــدث  المـــتمم الحـــدث � ′  :»x  و 3مـــن مضـــاعفاتx  أي  »5مـــن مضـــاعفات»x  مـــن

في آن  bو aمضاعف للعددين  أوّليّين فيما بينهما كان كلّ  bو aنقبل أنّه إذا كان (. »15مضاعفات 

99إنّ عدد هذه المضاعفات هو  ).ab معاً مضاعفاً للعدد 990
6 666

15
 من ثَمّ و ، =

( ) 1 0.06 666 0.93 334B = − =P.  

  ؟1كيف نستفيد من المبرهنة  
 العدد الظاهر علىنسحب عشوائياً كرة ونسجّل . 49إلى 10 كرةً مرقّمة من 40يحوي صندوق 

  :احسب احتمالات الأحداث الآتية. هذه الكرة
A :»  1آحاد العدد«  C :» أو عشراته زوجيّة 1يساوي  آحاد العدد«  

B :» عشرات العدد زوجيّة«  D :»  وعشراته فرديّة 1آحاد العدد لا يساوي«  

 مثال

 مثال

    الحل
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لأنّ  النتائج هنا متساوية الاحتمال .فضاءً للتجربة 49و 10 بين عيّةنختار مجموعة الأعداد الطبي

  . السحب عشوائي
 بذلك يكون. 31،41، 21، 11من أربعة عناصر هي  Aالحدث يتكوّن  �

4 1
( )

40 10
A = =P 

 عنصراً، إذن 20من  Bيتكوّن الحدث  �

20 1
( )

40 2
B = =P 

� C هو الحدث»A أو«B  أيA B∪  فيكون( ) ( ) ( ) ( )A B A B A B∪ = + − ∩P P P P  يكفي
) إذن حساب )P A B∩. إنّ الحدث  ذْ إA B∩ وعشراته  1آحاد العدد يساوي «: هو الحدث

A{21,41}أي  »زوجيّة B∩  وعليه =

2 1
( )

40 20
A B∩ = =P 

  إذن  
1 1 1 11

( ) ( )
10 2 20 20

C A B= ∪ = + − =P P  

� D هو الحدث المعاكس للحدث C أيD C 9، ومنه =′
( ) ( ) 1 ( )

20
D C C′= = − =P P P. 

 

  فهمتكريساً لل

 ؟ الموافقة لحدثالنتائج الممكنة والنتائج  كيف نعد 

  .إنشاء شجرة ومَلء الخانات: هناك طريقتان

  قطعة نقود مرّةً واحدة nإلقاء  

، ونسجّل النتيجة التي 2و 1نلقي قطعتيّ نقود مرقّمتين 
يمكن أن نعبّر عن الحالة بالشجرة . نحصل عليها

 HTو HH:المجاورة التي تعطي النتائج الممكنة 
  .TTو THو

  .نتظمٌ نفترض أنّ قانون الاحتمال هنا م

 مثال

    الحل

  النتائج القطعة الثانية الأولى القطعة

H

T

H

T

H

T

HH

TH

TT

HT
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1؟ الجواب هو  »Hو Tالحصول على « :Aما احتمال الحدث : سؤال

2
يقع  Aلأنّ الحدث  

  حيث ،ود الأخيرن من النتائج الأربع الممكنة في العمعند نتيجتي
{ },A TH TH= و{ }, , ,HH TH TH TTΩ =  

متساوية  ليستهذه النتائج . TTو HTو HH:كانت النتائج ن متمايزتيناالقطعت إذا لم تكن 

1: ترتيبالبتمال واحتمالاتها هي الاح
4

1و  
2

1و  
4

. 

، ونحصـل بـذلك علـى إضـافيين في حالة ثلاث قطع نقود، نمدّد كلّ فرع فـي الشـجرة السـابقة بفـرعين
  : ثماني نتائج ممكنة هي

HHH وHHT وHTH وTHH وHTT وTHT وTTH وTTT.  
 

  سحب كرة مع الإعادة 


نسحب تباعاً مع الإعادة ثلاث . 5إلى  1 قّمة منخمسَ كراتٍ مر  يحوي صندوقٌ  
نسجّل، بالترتيب،  .كراتٍ، أي نعيد الكرة التي سحبناها إلى الصندوق في كلّ مرّة

فنحصل بذلك على قائمة مؤلّفة من ثلاثة أرقام، ليست . أرقام الكرات المسحوبة
}تلفة عن بعضها، مأخوذة من المجموعة بالضرورة مخ }1,2,3,4,5 .  

لعدّ النتائج الممكنة، يمكننا مَلء خانات بدلاً من إنشاء 
بأعداد على  3و 2و 1نملأ ثلاث خانات مرقّمة . شجرة

  : يالوجه الآت

لأنّنا (خيارات لملء الخانة الثانية  5كل واحدٍ منها  يتبعخيارات لملء الخانة الأولى، و  5هناك 
5ومن ثَمّ هناك ). أعدنا الكرة التي سحبناها إلى الصندوق  1تين خياراً ممكنناً لمَلء الخان ×5

5، إذن هناك 3خيارات لملء الخانة  5و يلي كل واحدٍ منها . 2و 5 5× نتيجة ممكنة  ×
  .للتجربة


هناك . حجرَي نردٍ معاً تجربة إلقاء  التقنيّة نفسها يمكننا معالجة باستعمال 
 .نتيجة ممكنة 36

  
  

 مثال

 خيارات 5

 3 خانة
 خيارات 5

 2 خانة

 خيارات 5

 1 خانة

 خيارات 6

 2 خانة
 خيارات 6

 1 خانة

1

2 3
4

5
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  سحب كرة دون إعادة 
  .ولكن دون إعادة الكرة المسحوبة السابق نُعيد تجربة المثال

         دٍ منها كلّ واح يتبعخيارات لملء الخانة الأولى، و  5  هناك
         لأنّنا لم نُعِد الكرة المسحوبة( خيارات لملء الخانة الثانية  4

5إذن هناك ).  إلى الصندوق  1لء الخانتين خياراً لم ×4
5، إذن هناك 3خيارات لملء الخانة  3دٍ منها كل واح يتبعو .  2و 4 3× نتيجة ممكنة في  ×

  .نفترض أنّ هذه النتائج متساوية الاحتمال.  التجربة

  ؟»4المسحوبة تحمل الرقم  الكرة الثانية«: Aالحدث وقوع ما احتمال  :سؤال

خيــارات لمــلء الخانــة  4إذن يبقــى. 2فــي الخانــة  4بوضــع  Aللحــدث  موافقــةنحصــل علــى نتيجــة 
4إذن هنـاك . 3ات لمـلء الخانـة خيـار  3منهـا  كل ، ويوافق 1 ، وعليـه يكـون Aنتيجـة تُحقـّق  ×3

12 1
( )

60 5
A = =P.  

 
   تَدربْ  

متساوية، وأنّ  ، ، ،  الوجوه نرد غير مثاليّ، نعلم أنّ احتمالات ظهورحجر لدينا   � 

1هو السابقة وأنّ احتمال ظهور  الوجوهد هو نصف احتمال ظهور أح  احتمال ظهور

2
 .

اكتب علاقات تربط الاحتمالات السابقة، واستنتج قانون الاحتمالات المعرّف على 
{ }1,2, 3,4,5,6Ω =. 

. نسجّل الرقم المخفيّ من النـرد. 4 إلى 1ظم، وجوهه مرقّمة من وجوه منتالنرد رباعيّ  حجر نلقي   �
  .قانون احتمال هذه التجربة مع العلم أنّ النرد مثاليّ  اكتب

ونتأمّل . مرّةً واحدةً  هنلقي. 3,2,2,1,1,1الأرقام  الشكل نرد مثالي مكعّبحجر تحمل وجوه     	
  :ةالآتيالأحداث 

  A :» 1الرقم الظاهر هو«  
  B :» 2الرقم الظاهر هو« ،  
  C :»3مختلف عن  الرقم الظاهر«  

  .Cو Bو Aاحسب احتمالات    

 مثال

 خيارات 3

 3 خانة
 خيارات 4

 2 خانة

 خيارات 5

 1 خانة



174 

  الاحتمالات المشروطة 
1.3 ��� +�!�� 2%��3� �
�����  

ويغير احتمال وقوعه من قيمته  Aوقوع حدث آخر في فرص  Bبوجه عام قد يؤثر وقوع حدث 
)الأصلية  )AP  إلى قيمة جديدة نرمز إليها( | )A BP.  نسميها احتمال وقوعA  علماً أن الحدثB  قد

  . وقع

   .5 تعريف 

)حدثاً يُحقّق  Bليكن  ) 0B ≠P ّف الاحتمال المشروط  قد وقع، ه، ولنفترض أننا نعلم أنعندئذٍ نُعر
  ، بالصيغةB)مشروطاً بالحدث  Aأو احتمال (قد وقع،  Bعلماً أنّ  Aلوقوع حدث 

( )
( | )

( )

A B
A B

B

∩
=
P

P
P

  

)وتكتب هذه المساواة بالصيغة المفيدة أيضاً  ) ( | ) ( )A B A B B∩ = ⋅P P P.  

   
ما احتمال أن يكون مجموع الوجهين الظاهرين أكبر تماماً . ازنيننتأمل تجربة إلقاء حجري نرد متو 

  ؟B)الحدث ( 3علماً أن الحجر الأول قد أظهر الوجه  A)الحدث ( 6من 

  
1من الواضح أن الجواب هو 

2
ظهور أحد الوجوه  يكافئ Bالحدث مشروطاً بوقوع  Aوقوع الحدث  لأنّ  

ا عنصراً، ولمّ  36يتكون فضاء العينة من  :لنتوقف عند هذه النتيجة. من الحجر الثاني 6 أو 5 أو 4

)هو  Aكان حجرا النرد متوازنين كان احتمال وقوع حدث ما  )
( )

36

n A
A =P . في حالتنا  

{ }

{ }

(3,1),(3,2),(3,3),(3, 4)(3,5),(3,6),(1, 3),(2, 3),(3,3),(4,3)(5, 3),(6,3)

(3,4),(3,5),(3,6)

B

A B

=

∩ =
  

  ومنه
( ) 1

( | )
( ) 2

P A B
A B

P B

∩
= =P.  

   
  لدى عائلة طفلان، ما هو احتمال كونهما ذكرين إذا علمت أن أحدهما ذكر؟

  

    الحل

 مثال

 مثال
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وبناءاً على هذا يمكننا تمثيل فضاء العينة على . Gأو أنثى  Bيمكن لأي من الطفلين أن يكون ذكراً 

}الوجه الآتي  }, , ,BB BG GB GGΩ   ، ونعرف قانون الاحتمال بالكتابة =
1

( ) ( ) ( ) ( )
4

BB BG GB GG= = = =P P P P  

}أما الحدث أحد الطفلين ذكر فهو  }, ,A BB BG GB= حتمال المطلوب هووالا  
( ){ } { , , }

( | )
({ , , })
({ }) 1

({ , , }) 3

BB BB BG GB
BB A

BB BG GB

BB

BB BG GB

=

= =

P
P

P

P

P

∩

   

أما إذا كان السؤال ما هو احتمال كون الطفلين ذكرين إذا علمت أن أصغرهما ذكر؟ عندئذٍ يكون الحدث 
}أصغر الطفلين ذكر هو  },C BB GB= ونكتب بناءً عليه ما يأتي  

( ){ } { , }
( | )

({ , })
({ }) 1

({ , }) 2

BB BB GB
BB C

BB GB

BB

BB GB

=

= =

P
P

P

P

P

∩

  

  
 يدرسون 23اللغة الانكليزية من أصل  نتتعلم 17منهن  و ،أنثى 28منهم مُتعلّماً  36 في صف

 المُتعلّم”الحدث إلى  Eبالرمز  زنارمنختار عشوائياً طالباً من هذا الصف، إذا . اللغة الانكليزية
  .“أنثى المُتعلّم”إلى الحدث  G بالرمزو  “اللغة الانكليزية يدرس

  .أكمل جدول المعطيات الآتي   �

  E.  E   المجموع  .′

G.  17.    28.  
G ′.        

  .36      المجموع

  .في هذا الصف بفئاتهم المختلفة متعلمينلل ةالنسبي اتالتكرار احسب  �

)احسب  	 )EP واحسب ( )E G∩P  ثم( )

( )

E G

E

∩P

P
.  

اختيــاره أنثــى مــن الصــف نفســه، مــا احتمــال أن تكــون ممــن يــتعلمن  جــرىالــذي  المــتعلّمإذا كــان  �

)قارن إجابتك بالمقدار . الانكليزية )

( )

E G

E

∩P

P
 .  

    الحل

 مثال
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 23عدد الذين يدرسون اللغة الإنكليزية الذي يساوي  المعطى الوحيد الذي لا يظهر في الجدول هو �

   :أمراً يسيراً ونجد ملئهفإذا أضفناه إلى الجدول أصبحت مُتابعة 

  E.  E   المجموع  .′

G.  17.  11.  28.  
G ′.  6.  2.  8.  

  .36  .13  .23  المجموع

�    :نحصل على الجدول التكراري الآتي 36فضاء العيّنة الذي يساوي  عناصر بالقسمة على عدد 

  E.  E   المجموع  .′

G.  17
36

.  11
36

.  28
36

.  
G ′.  6

36
.  2

36
.  8

36
.  

23  المجموع
36

.  13
36

.  1.  

  الآتية الأحداثاحتمالات الذي يمثل في الحقيقة 

  E.  E   المجموع  .′

G.  ( )G E∩P  ( )G E ′∩P.  ( )GP.  
G ′.  ( )G E′ ∩P.  ( )G E′ ′∩P.  ( )G ′P.  

)  المجموع )EP.  ( )E ′P.  1.  

23نقرأ إذن من الجدول  	
( )

36
E =P   17 و

( )
36

E G∩ =P   ّومن ثَم( ) 17

( ) 23

E G

E

∩
=

P

P
.  

17مُتعلّمة إذن  17بينهم  23عدد الذين يدرسون الإنكليزية يساوي  �
( | )

23
G E =P . ّلاحظ أن  

( )
( | )

( )

E G
G E

E

∩
=

P
P

P
  

 2.3��5ّ�3� ���
����� '(
��-� 6����� 7�8����  

) ولنفترض أنّ  Bو A الحدثان ليكن ) 0B ≠P ،بة ونرصد جري تجر نُ : ولننظر في الوضع الآتي
على فرص وقوع  Bقد يؤثر وقوع الحدث . Aوثمُّ نتبع ذلك برصد وقوع الحدث  Bفيها وقوع الحدث 

  .Aث الحد

    الحل



  

177  

6 

  
  :جري كما يأتييمكن تمثيل حالات الاحتمال المشروط هذه بتمثيل ش 

  
وإذا جمعنا جداءات ضرب أثقال . أمّا مجموع احتمالات الفروع النازلة من كل عقدة فيساوي دوماً الواحد

   :ين المبرهنة الآتية، كما تبّ Aفنحصل على احتمال الحدث  Aالفروع التي تودي إلى الحدث نفسه 

 
    2 مُبرهَنة

0يحقق  اً حدث B ليكن ( ) 1B< <P،  أياً كان الحدثA كان  
( ) ( | ) ( ) ( | ) ( )A A B B A B B′ ′= +P P P P P. 

  الإثبات
Aفي الحقيقة،  B∩ وA B )حدثان منفصلان و ∩′ ) ( )A A B A B ′= ∩ ∪   إذن ∩

( ) ( ) ( )

( | ) ( ) ( | ) ( )

A A B A B

A B B A B B

′= ∩ + ∩

′ ′= +

P P P

P P P P
  

  .وهي النتيجة المرجوّة
  

  تكريساً للفهم 

 ؟ من أين جاء هذا التعريف للاحتمال المشروط 

A، في مثل هذه الحالة، مكافئاً لوقوع الحدث Aلمّا كان وقوع الحدث   B∩ فمن الطبيعي أن يكون ،
)متناسباً طرداً مع  »قد وقع Bعلماً أن الحدث  Aاحتمال وقوع حدث  « )A B∩P  أي يوجد عددλ ،

)يحقّق  ،Aلا يتعلّق بالحدث  | ) ( )A B A Bλ= ∩P P.  ولتعيين ثابت التناسبλ  احتمال «نلاحظ أن
): يساوي الواحد »قد وقع Bعلماً أن الحدث  Ωوقوع الحدث الأكيد  | ) 1BΩ =P  أي

( ) ( ) 1B BΩ∩ = =P Pλ λ  1ومنه

( )B
λ =

P
)وبالتعويض نجد   )

( | )
( )

A B
A B

B

∩
=
P

P
P

. 

Ω

( )BP ( )B ′P

B B ′

A A′

( | )A BP ( | )A B′P

A A′

( | )A B ′P ( | )A B′ ′P

A B∩ A B′ ∩ A B ′∩ A B′ ′∩

 رع في هذا المستوى مُثقل باحتمال الحدثكل ف

 المشروطحتمال لاكل فرع في هذا المستوى مُثقل با

 احتمال التقاطع يساوي جداء ضرب الأثقال على الفرع الذي يصل إليه
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 ؟احتمالاً  لماذا يسمّى الاحتمال المشروط 


)يحقّق  Bحدثاً نتأمّل ل  ) 0B ≠P.  وليكنA عندئذ نستنتج من كون الحدثين . حدثاً ماA B∩ 
Aو B′ ) أنّ  Bمنفصلين واجتماعهما يساوي  ∩ ) ( ) ( ) ( )B A B A B A B′= ∩ + ∩ ≥ ∩P P P P ،

  إذن
( )

0 ( | ) 1
( )

A B
A B

B

∩
≤ = ≤

P
P

P
  

)لك من الواضح أنّ ذوفوق  | ) 1BΩ =P.  
) حدثين منفصلين Cو A إذا كانوأخيراً  )A C∩ =   من الواضح أنّ  كان. ∅

( | ) ( | ) ( | )A C B A B C B∪ = +P P P.  
قد وقع، يحقّق جميع  Bوعليه فإنّ التابع الذي يقرن بكل حدث الاحتمال المشروط لهذا الحدث علماً أنّ 

  .خواص قانون الاحتمال نفسه
  

  تَدربْ  

   .الجدول الآتي يبين عدد الكتب المباعة يومياً في مكتبة  �

  المجموع  اللغة الانكليزية  اللغة الفرنسية  اللغة العربية  
  40  15  5  20  الكتب العلمية
  55  12  10  33  الكتب الثقافية

   95  27  15  53  المجموع
  :المطلوب ،اً من هذه المكتبةكتاب ترىشوادخل زبون    

  علمي؟كتاب أنه رائه لكتاب باللغة العربية علماً ما احتمال ش �
  باللغة الانكليزية؟علماً أنه ما احتمال شرائه لكتاب ثقافي  �

سحب ن 0,1,1,1,2,2: سجل على كل منها أحد الأعداد الآتيةبطاقات متماثلة  6مغلف يحتوي    �
  . إعادة البطاقة المسحوبة بدونمن المغلف بطاقتين بالتتالي 

إحــدى مــا احتمــال أن تحمــل  ،2ن يســاوي البطــاقتي العــددين المســجلين علــىإذا علمــت أن مجمــوع     
  ؟ 1 العددالبطاقتين المسحوبتين 
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ئياً بالتتـالي نسـحب مـن المغلـف بطـاقتين عشـوا ،7 إلـى 1بطاقات مرقمـة مـن  7يحتوي مغلف على   	
 إحـداها تحمـل، مـا احتمـال أن فـرديٌ  تينمسـحوبتين الالبطاق رقميإذا علمت أن مجموع  ،دون إعادة

  ؟ 4 الرقم
ما  .من الصّندوق كرتان معاً  عشوائياً  حبسُ ) سوداء 3بيضاء و 5(كرات  8 يحوي صندوق   �

  ؟كانتا من لون واحد هماإذا علمت أنّ  بيضاويناحتمال أنّ تكون الكرتان المسحوبتان 
واحتمال وصوله  1Mإما أن يتسلق الجبل : أمام اللاعب خياران ةفي إحدى مراحل لعبة إلكتروني   �

1 يساوي إلى القمة عندئذ
3

1 يساوي واحتمال وصوله إلى القمة عندئذ 2M، أو أن يتسلق الجبل 
4

 ،

  :ونتأمّل الأحداث .2Mيساوي احتمال أن يتسلق الجبل  1Mاحتمال أن يتسلق الجبل  نفترض أنّ 
  »1Mيتسلق اللاعب الجبل «:  Aالحدث  �
   »2Mعب الجبل يتسلق اللا«:  Bالحدث  �
   »وصول اللاعب إلى قمة جبل«:  Gالحدث  �

)احسب الاحتمالات الآتية  � )A G∩P  و( )B G∩P.  
) قيمةاستنتج  � )GP.  


 و ،ممن يمارسون الرياضة رجالٌ  %53في دراسة إحصائية تبين أن    
 ياً ناد ونمنهم يرتاد31%

نتأمّل  .يمارسن الرياضة يرتدن نادياً رياضياً من النساء اللواتي   %21 وفي الوقت ذاته ،اً رياضيّ 
 :الأحداث الآتية

    »يمارس الرياضة رجل الشخص الذي«:  Mالحدث  �
    »يمارس الرياضة امرأةالشخص الذي  «:  Fالحدث  �
   »الرياضة يرتاد نادياً رياضياً يمارس الشخص الذي  «:  Cالحدث  �

  .اكتب معطيات المسألة مستعملاً ترميزات الاحتمال �
  .اً رياضياً احتمال أن يكون من يمارس الرياضة رجلاً يرتاد نادياحسب  �
  .اً رياضياً نادي ترتاد امرأةالرياضة احتمال أن يكون من يمارس احسب  �
)احسب  � )CP.  
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  الاستقلال الاحتمالي

 A من المسائل المهمة في حساب الاحتمال دراسة العلاقات الاحتمالية بين الأحداث، فإذا كان
. حدثين متعلقين بتجربة معينة فإن وقوع أحد الحدثين قد يؤثر على احتمال وقوع الحدث الآخر Bو

  .التعريف الآتي يضع تعريفاً دقيقاً لهذا المفهوم. ن احتمالياً ولكن إذا لم يفعل قلنا إنّ هذين الحدثين مستقلا

 
  6 تعريف

  تمالياً إذا وفقط إذا تحقق الشرطمستقلان اح Bو A نقول إنّ الحدثين

( ) ( ) ( )A B A B∩ = ⋅P P P.  
)في حالة    ) 0P B   أن يكون  Bو A، يكُافئ ا�ستق�ل ا�حتمالي للحدثين ≠

( ) ( ) ( )
( | ) ( )

( ) ( )

A B A B
A B A

B B

∩ ⋅
= = =
P P P

P P
P P

  

  .B لا يتغير بتأثير وقوع الحدثA احتمال وقوع الحدث أي إن  

الحدث الموافق لظهور وجه عدد نقاطه زوجي،  Aليكن  ،حجر نرد مرة واحدة إلقاءفي تجربة  
 Bو A الحدثين الحدث الموافق لظهور وجه عدد نقاطه مربع لعدد صحيح، برهن أنّ  B وليكن

  .مستقلان احتمالياً 

  
}لدينا   }2,4,6A }و = }1,4B }و = }4A B∩   إذن =

1
( )

2
A =P   2و 1

( )
6 3

B = =P   ً1وأخيرا
( )

6
A B∩ =P.  

)نستنتج أنّ   ) ( ) ( )A B A B∩ = ⋅P P P  فالحدثانA وB مالياً مستقلان احت.  

    
  مبرهنة

Bو Aمستقلين احتمالياً كان الحدثان  Bو Aإذا كان الحدثان    .مستقلين احتمالياً أيضاً  ′

  الإثبات

( ) ( ) ( )A B A A B′∩ = − ∩P P P  
  احتمالياً كان مستقلين Bو A الحدثان ولما كان

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 1 ( ) ( ) ( )

A B A A B

A B A B

′∩ = −

′= − =

P P P P

P P P P

  

  

Bو Aالحدثان ف   . احتمالياً  مستقلان ′

 مثال

  الحل



  

181  

6 

    
  ةنتيج

وكذلك كان  مستقلين احتمالياً  Bو ′Aالحدثان ، كان احتمالياً  مستقلين Bو A إذا كان الحدثان
Bو ′Aالحدثان   .مستقلين احتمالياً أيضاً  ′

   
 احتمال أن يصيب الرامي نفترض أنّ . طلقةً واحدة على هدف، هِ تِ دَ ، كل منهما على حِ ناطلق رامييُ 

6الهدف يساوي  الأوّل

10
7 الهدف يساوي الثاني واحتمال أن يصيب الرامي، A)الحدث ( 

10
 

  .B)الحدث (
 ؟مال أن يصيب الراميان الهدف معاً ما احت �
 ما احتمال أن يصيب أحدهما على الأقل الهدف؟ �
  ابة الهدف؟ما احتمال عدم إص 	
 ما احتمال أن يصيب أحدهما فقط الهدف؟ �
 ؟فقط الأوّل الراميهو فما احتمال أنّ يكون إذا علمت أنّ أحدهما على الأقل أصاب الهدف،  �

 ؟الأوّل الراميهو فما احتمال أنّ يكون  أصاب الهدف،على الأقل ذا علمت أنّ أحدهما إ 

  

)6 :لدينانص الاستناداً إلى  )
10

A =P 7و( )
10

B =P. 

مستقلان  Bو A فالحدثان للهدف الآخر ةل إصابلا تؤثر في احتماالهدف الراميين أحد إصابة  إنّ  �
 عشوائياً، ومنه

6 7 21
( ) ( ) ( )

10 10 50
A B A B∩ = ⋅ × ==P P P  

Aهو احتمال الحدث  احتمال أن يصيب أحدهما على الأقل الهدف � B∪: 
( ) ( ) ( ) ( )

6 7 42 22

10 10 100 25

A B A B A B∪ = + − ∩

= + − =

P P P P

  

)الحدث من أي من الراميين توافق  إنّ عدم إصابة الهدف 	 )A B   إذن ∪′
3

(( ) ) 1 ( )
25

A B A B′∪ = − ∪ =P P  

Aيوافق كما إنّ هذا الحدث  B′   مستقلان احتمالياً، إذن ، وهذان الحدثان∩′
2 3 3

( ) ( ) ( )
5 10 25

A B A B′′ ′ ′∩ = ⋅ × ==P P P  

  .آخر للوصول إلى الإجابة ذاتها فهذا أسلوب

  الحل

 مثال
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Aيقع الحدث  عندئذ. الهدف فقط نيْ الحدث الموافق لإصابة أحد الراميَ  Cليكن   � B∪  إذا وقع
  ، ومنهأو إذا أصاب الراميان الهدف معاً  Cالحدث 

( )C A B A B∪ ∩ = ∪  
  جدن �و �لى نتائج الطلبين ع إذن، اعتماداً 

44 21 23
( ) ( ) ( )

50 50 50
C P A B P A B= ∪ − ∩ = − =P  

)يمكننا القول إنّ أو  ) ( )C A B B A′ ′= ∩ ∪  Bو ′A د من الاستقلال الاحتمالي للأحداثيستفون ∩
Bو Aوللأحداث    :لنجد مُجدّداً  ′

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

6 3 4 7 23

10 10 10 10 50

C A B A B

A B A B

′ ′= ∩ + ∩

′ ′= ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ =

P P P

P P P P  

1Aفقط الهدف هو  Aإنّ الحدث الموافق لإصابة الرامي  � A B ′= إذن بالاستفادة من الاستقلال  . ∩
Bو Aالاحتمالي للحدثين   يمكننا أن نكتب ′

1

6 3 9
( ) ( ) ( ) ( )

10 10 50
A A B A B′ ′= ∩ = ⋅ = ⋅ =P P P P  

)1أمّا الاحتمال المشروط المطلوب فهو  |( ))A A B∪P فيُحسب كما يأتي 
( ) ( )1 1

1

( ) 99 22
( |( ))

50 25( ) ( ) 44

A B A A
A A B

A B A B

∪
∪ = = = =

∪ ∪

P P
P

P P

∩  


)المشروط المطلوب هو الاحتمال   |( ))A A B∪P ويحسب كما يأتي 
(( ) ) ( ) 153 22

( |( ))
5 25( ) ( ) 22

A B A A
A A B

A B A B

∪
∪ = = = =

∪ ∪

P P
P

P P

∩ 
  

    تَدربْ  

3 احتمال نجاح الأول. م طالبان إلى امتحان اللغة الإنكليزيةتقدّ    �
4

4،  واحتمال نجاح الثاني 

5
 . 

  ما احتمال نجاحهما معاً؟  �
 ما احتمال نجاح أحدهما على الأقل؟  �

من  %30وأن  من المرضى يعانون من ارتفاع ضغط الدم، %50في أحد المشافي أن  دَ جِ وُ   �
هل ارتفاع ضغط . يعانون من المرضين معاً  %20المرضى مصابون بمرض التهاب الكبد وأن 

  ؟ احتمالياً  الدم ومرض التهاب الكبد مستقلان
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   أفكار يجب تَمثـلُها 
هو  ipإنّ . 1يساوي  ipومجموع الأعداد  ipوائيّة ترتبط باحتمال في تجربة عش iaكلّ نتيجة  ����

ia )0احتمال الحصول على النتيجة  1ip≤ ≤.( 
وإذا احتوت هذه المجموعة الجزئيّة على عنصر وحيد قلنا إنّ . Ωمجموعة جزئيّة من الحدث هو  ����

 .الحدث بسيط
و مجموع احتمالات ه Aاحتمال .  Aعندما نحصل على إحدى النتائج التي تكوّن  Aيقع الحدث  ����

 .Aالنتائج المنتمية إلى 
1في حال كون النتائج متساوية الاحتمال، كلّ النتائج لها الاحتمال ����

n
هو عدد هذه  nحيث ( نفسه  

 ).النتائج
ويُعبر عن هذه الخاصّة بعبارات معيّنة مثل . لّق بالتجربةكون النتائج الممكنة متساوية الاحتمال يتع ����

وهذه الخاصّة تتعلّق ...). متناظر، متجانس( »نرد مثالي«، »قطعة متوازنة«، »اختيار عشوائيّ «
فعندما نسحب عشوائياً كرة من صندوق، فإنّ كلّ كرة لها الحظّ نفسه : أيضاً بفضاء العينة المختار

ان اهتمامنا بلون الكرة فقط وكان فضاء التجربة هو مجموعة الألوان، فالنتائج أمّا إذا ك. في الظهور
 .ليست بالضرورة متساوية الاحتمال

)عندما نعلم . ′Aحدث معاكس  Aلكلّ حدث  ���� )AP  فإنّنا نعلم( )A′P  :( ) 1 ( )A A′ = −P P. 
)عندما نعرف ثلاثة أعداد من الأعداد الأربعة  ���� )AP ،( )BP ،( )A B∪P ،( )A B∩P  فإنّنا نعرف

 :العدد الرابع لأنّ 
( ) ( ) ( ) ( )A B A B A B∪ = + − ∩P P P P  

علماً أنّ   Aحدثاً احتمال وقوعه لا يساوي الصفر كان الاحتمال المشروط لوقوع حدث   Bان إذا ك ����

)قد وقع يساوي  Bالحدث  )
( | )

( )

A B
A B

B

∩
=
P

P
P

 . 

 حساب احتمال تقاطع حدثين إذ نكتب كثيراً ما تفيد علاقة حساب الاحتمال المشروط في ����

( ) ( | ) ( )A B A B B∩ =P P P   
هناك أحداث توحي صياغتها بأنها مستقلة كما هي حال الأحداث في مسائل الرمي المتتالي على  ����

هدف، إلقاء قطعة نقود مرتين أو أكثر، إلقاء حجر نرد مرتين أو أكثر، والأحداث الناتجة عن تجربة 
تتالي مع الإعادة، وبوجه عام الأحداث الناتجة عن تكرار تجربة في الشروط يجري فيها السحب بال
 .   نفسها عدداً من المرات

  تحقق الشرط بالتوثّق من  إلاّ  ها الاحتماليهناك أحداث لا يمكن الحكم مباشرة على استقلال ����
( ) ( ) ( )A B A B∩ = ⋅P P P  
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  منعكسات يجب امتلاكُها 

ينا أوّلاً تحديد مجموعة النتائج الممكنة، ويُفضّل اختيار نتائج متساوية قبل البدء بأيّ تمرين عل ����
 .الاحتمال إن أمكن

، يكفي أن نعرف عدد Aفي حال كون النتائج متساوية الاحتمال، نعلم أنّه لحساب احتمال حدث ما  ����

)، ويكون mعناصره  )
m

A
n

=P ) حيثn عدد النتائج الممكنة.( 

)حساب  يمكن ���� )AP  من( )A′P  وذلك عندما يكون حساب( )A′P من  لاستفادةأسهل وذلك با
)العلاقة  ) 1 ( )A A′ = −P P. 

 .التي نحصل عليها من تكرار التجربة ذاتها عدداً من المرات تكون عادة مستقلة عشوائياً  الأحداث ����
 

  أخطاءٌ يجبُ تجنبها 

 :لا يجوز استعمال العلاقةإذا لم تكن النتائج متساوية الاحتمال  ����
 

( )
m

A
n

= =P
 Aعدد عناصر 
  Ωعدد عناصر 

)  في الحالة العامّة ���� ) ( ) ( )A B A B∪ ≠ +P P P. 

)ة إنّ المساوا ���� ) ( ) ( )A B A B∩ = ⋅P P P  صحيحة فقط إذا كان الحدثانA وB  ًمستقلين احتماليا
  .تمالياً مستقلين اح Bو Aن يمن كون الحدث يقنومن ثَم لا يمكن استعمالها إلا بعد الت

  



  

185  

6 

   ������ ��	
�������� ��	
�������� ��	
�������� ��	
��        
  .لتجربة العشوائيّة، وعدد النتائج الممكنةل العينة ة، حدّد فضاءالآتيفي التجارب    

والوجوه المتبقّية عليها الرقم  2، ووجهان عليهما الرقم 1نلقي نرداً مكعّباً فيه وجه عليه الرقم  �
3.  
يُحدّد رقم : الآتينسجّل العدد الذي يتكوّن على النحو . الأوّل أزرق والثاني أحمر: نلقي نردين  �

 .الآحاد بالوجه العلوي للنرد الأحمر، ورقم العشرات بالوجه العلوي للنرد الأزرق
نسجّل الوجوه الثلاثة الظاهرة على شكل ثلاثيّة، . 3و 2و 1 نلقي ثلاث قطع نقديّة مرقّمة  	

في  H الوجهفي القطعة الأولى وعلى  Tتعني أنّنا حصلنا على الوجه  THHالثلاثيّة  فمثلاً 
 .القطعتين الباقيتين

 .ونسجّل بالترتيب الوجه التي يظهر في كلّ رمية. نلقي قطعة نقود واحدة ثلاث مرّات متتالية  �
,1,2ثـــلاث منهـــا ســـوداء ومرقّمـــة  ،يحـــوي صـــندوق ســـبع كـــرات  ,1,2,3 مـــراء مرقّمـــة، وأربـــع ح3 4 .

  .نسحب عشوائيّاً كرة من الصندوق
 :ةالآتياحسب احتمالات الأحداث  �

A :» الكرة المسحوبة سوداء «.  
B :» الكرة المسحوبة حمراء «. 
C :»  المسحوبة رقماً زوجيّاً تحمل الكرة «. 

Aاحسب احتمالات الأحداث  � B∩ وA C∩ وB C∩ وA B∪ وA C∪ وB C∪.  

  حدثان يحقّقان Bو Aتجربة عشوائيّة، في  
( ) 0.44A′ =P  و( ) 0.63B ′ =P  و(( ) ) 0.32A B ′∪ =P.  

)احسب   )A B∩P.  

)الصندوق .  فيهما كرات متماثلةصندوقان متماثلان   )I  1,2يحوي ثلاث كرات مرقمة بالأرقام, 3 
)ويحوي الصندوق  )II  2أربع كرات مرقمة بالأرقام, 3, 4, نسحب عشوائياً كرة من الصندوق . 5

( )I  ثم نسحب كرة من الصندوق( )II .نتأمّل الحدثين:  
A  : 3إحدى الكرتين على الأقل تحمل الرقم.   
B  : 5مجموع رقمي الكرتين أكبر تماماً من.  

  مستقلان احتمالياً؟ Bو Aهل الحدثان   

4 

3 

2 

1 

1

2
31

4

2 3
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    لنتعلمّ البحث معاً 

 ��
� ���
� ��� ����� �������   

. 9و 0عدد سـرّي مؤلّـف مـن ثـلاث خانـات بـين  معرفةيتطلّب فتح حقيبة، 
  :ولنتأمّل الأحداث. لنشكّل عشوائيّاً عدداً مؤلّفاً من ثلاث خانات

A :» العدد المختار هو العدد السري الصحيح«.  
B :» العدد المختار مؤلّف من ثلاثة أرقام مختلفة«.  
C :» في العدد المختار رقمان متساويان فقط«.  

) احسب   )AP و( )BP و( )CP.  

  نحو الحلّ   ��

ليست  تخاناالمختار هو قائمة مرتبّة من ثلاثة  ددعال. لنحدّد أوّلاً النتائج الممكنة واحتمالاتها
)نختار إذن مجموعة الثلاثيّات . بالضرورة مختلفة , , )a b c  لنتائج الممكنة، حيث امجموعة بصفتها
بشكل  الثلاث الخاناتمن  خانةنختار كلّ . 9و 0عن رقم بين  cوأ bأو aيعبّر كلّ رمز 

لذلك يعود حساب احتمال حدث ما إلى عدّ . عشوائي، فتكون النتائج الممكنة متساوية الاحتمال
  .عناصر هذا الحدث

 ).طريقة الشجرة أو مَلء الخانات عملاست(احسب عدد النتائج الممكنة   �
 .B لتي تحقّقاحسب عدد الأعداد ا  �
Cلحساب عدد الأعداد التي تحقّق  	    

 نضع رقمين متماثلين في خانتين مختارتين، كم خياراً لدينا لملء الخانة الثالثة؟   �

  بكم طريقة يمكننا وضع رقمين متماثلين في خانتين؟  �
  .واكتبهُ بلغةٍ سليمة الحلأنجزِ 

  ����  �!
"��!#  ��$�� %$��  

بيّن أي الحدثين  .Tأو Hنلقي قطعة نقديّة متوازنة ستّ مرّات ونسجّل بالترتيب الجهة الظاهرة 
  :الأكثر احتمالاً الآتيين هو 

A: »  ظهور ثلاثة وجوهT فقط«.  
B :»  وجوه  4ظهورT  فقط ، أو ظهور وجهينH فقط«.  
  

6 

5 

 
1 35
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  نحو الحلّ   ��

أي نتيجة ممكنة هي قائمة مرتبّة من ستّة حروف من بين . مالاتهالنحدّد أوّلاً النتائج الممكنة واحت   �
 Hأو Tولمّا كانت القطعة متوازنة، فإنّ احتماليّ ظهور. HHTTHH ، مثلاً Hو T الحرفين

لذلك يفضلّ أن . هذا يقضي أنّ النتائج متساوية الاحتمال. متساويان لدى إلقاء القطعة في كلّ مرّة
  .فضاءً للتجربة Ωنأخذ مجموعتها 

  ما هو عدد النتائج الممكنة؟    
ا إلى عدّ عناصر هذا إنّ النتائج الممكنة متساوية الاحتمال، لذلك يعود حساب احتمال حدث م   �

 نختارهاثلاث خانات  ملءمثلاً، يمكننا  Aطريقة ملء الخانات لعدّ عناصر  استعملناوإذا . الحدث
أو  3,2,1خانات لاحظ أنّه يمكننا اختيار ال. H ونملأ الخانات المتبقّية بالحرف Tبالحرف 
  .Dو Cهو اجتماع حدثين منفصلين  Bإنّ الحدث . ... 4,2,1
) واستنتج ؟Aعدد نتائج الحدث  ما  � )AP. 
)احسب   � )CP و( )DP واستنتج ( )BP.  

  .واكتبهُ بلغةٍ سليمة الحلأنجزِ 

 ً��� '( ) �*�	� +,-   

ثلاثة صبية : طفلين من سبعة أطفال لتصوير مشهد إعلانيّ لحليب أطفال، على المخرج اختيار
  ؟اثنتين احتمال أن يختار بنتين ما .وأربع بنات

  نحو الحلّ   ��
لتبسيط . كلّ نتيجة هي مجموعة جزئيّة من طفلين، ولا أهميّة للترتيب. لنحدّد أوّلاً النتائج الممكنة

4الأمر يمكن أنّ نعبّر عن الأطفال برموز مثلاً  3 2 1, , ,G G G G 3للبنات و 2 1, ,B B B للصبية .
  . يبقى علينا إيجاد عدد هذه النتائج. قضي الاختيار العشوائيّ بتساوي احتمالات النتائجي

}يمكننا كتابة كل النتائج الممكنة وعدها مع مراعاة أنّ  � }1 2,B G و{ }2 1,G Bتيجة ، مثلاً، هما ن
  . واحدة وهذا قد يتطلّب وقتاً طويلاً 

يمكننا بدلاً من ذلك عدّ الثنائيّات المرتبّة أوّلاً ومن ثمّ استنتاج عدد المجموعات الجزئيّة المكوّنة  �
   .من عنصرين

 .عدد النتائج الممكنة   �
 .أي التي تتألّف من بنتين الموافقة للحدث المطلوباحسب عدد النتائج   �

  .اكتبهُ بلغةٍ سليمةو  الحلأنجزِ 
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الحمراء  الأزهارنصف عدد  .اللون منها حمراء اللون والباقي أصفر %60 الأزهارمجموعة من 
حمراء احتمال أن تكون  ما .اخترنا من المجموعة زهرة عشوائياً . من القرنفل من الصفراء %80و

  . اللون علماً أنها قرنفلة
  نحو الحلّ   ��
  .لنبدأ باختيار رموز مناسبة للأحداث المتعلقة بالمسألة المطروحة   �

R  :اختيار زهرة حمراء « يمتّل الحدث«.  
Y  :اختيار زهرة صفراء « يمتّل الحدث«.  
C  :اختيار زهرة قرنفل « يمتّل الحدث«.  

)ما قيم الاحتمالات . ثّم لنعبّر عن معطيات المسألة )RP و( | )C RP و( | )C YP  وفق نص
  المسألة؟ 

)الاحتمال المطلوب هو    � | )R CP ولحسابه نحتاج إلى حساب احتمال كل من الحدثين ،R C∩ 
  .Cو
)استعمل علاقة الاحتمال المشروط لتحسب    � )R C∩P  بدلالة( )RP و( | )C RP. 
) احسب  � )RP واستنتج ،( )CP.  

  .واكتبهُ بلغةٍ سليمة الحلأنجزِ 

     قدُُماً إلى الأمام

   ���� �$�� ���� �$�� ���� �$�� ���� �$��4�5
.4�5
.4�5
.4�5
.  

وأيّاً كانت الزمرة، فإمّا أن تملك . Oو ABو Bو Aيُصنّف الدم البشري في أربع زمر منفصلة 
ونرمز (أو لا تملك هذا العامل  +Rh)ونرمز إلى ذلك بالرمز( Rhesus factor ريزوسعامل 

 Aمنهم زمرتهم الدمويّة  %40، هناك البلدانمن بين سكّان إحدى . −Rh)لى ذلك بالرمزإ
  :نعلم بالإضافة إلى ذلك أنّ . O زمرتهم %45و AB زمرتهم %5و B زمرتهم %10و

O  AB  B  A  

80%  83%  81%  82%  Rh+  

20%  17%  19%  18%  Rh−  

نختار شخصاً . سلبي إنّه متبرّع مطلق ريزوس لديهوعامل  Oول عن شخص زمرته الدمويّة نق
   ؟سلبياً  وما احتمال أن يكون عامل ريزوس لديه ؟متبرعاً مطلقاً  :عشوائياً، ما احتمال أن يكون

9 

8 
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يربح الأرنب، أمّا  6عندما نحصل على . رنب والسلحفاة بتجربة إلقاء نرد مثاليّ نمثّل سباقاً بين الأ
  .في الحالات الأخرى فتتقدّم السلحفاة خانة واحدة وتربح عندما تقطع ستّ خانات

المطلوب . »تربح السلحفاة« :Tو »يربح الأرنب«: Rمن نتيجتين هما  العينةيتكوّن فضاء 
)حساب أحد الاحتمالين  )RP أو( )TP ) ّلأن ( ( ) ( ) 1R T+ =P P .لنتأمّل الحدث T . يتحقّق

طريقة لإلقاء  66هناك . 6 نت نتيجة إلقاء النرد ستّ مرّات متتابعة مختلفة عنهذا الحدث إذا كا
النتائج التي تؤدّي  حساب عددعلينا إذن . والنتائج هنا متساوية الاحتمال. النرد ستّ مرّات متتابعة

  .Rواستنتج احتمال . T احسب احتمال .إلى ربح السلحفاة

 :�; <= $>*  

  .ةالآتيمن الخطأ في الاستنتاجات  بيّن، مُعلّلاً إجابتك، الصحيح

متوالية في متتالية  بهذا الترتيب حدودٌ  ي، وه[0,1] ثلاثة أعداد من المجال cو bو aلتكن    �
}وليكن . هندسيّة }1,2, 3,4,5,6Ω تجربة عشوائيّة نفترض أنّ العينة لفضاء  =

(1) (2) a= =P P ،(3) (4) b= =P P(5)، و (6) c= =P P . 1إذن

6
b =. 

في المرّات  Hإنّ احتمال أن نحصل على الوجه . نلقي قطعة نقديّة متوازنة عشر مرّات   �
 .0.001العشر أقلّ من

) حدثين في تجربة عشوائيّة، كان Bو Aإذا كان   	 ) 1 ( )A B A B′ ′∩ = − ∩P P. 
إنّ احتمال أن يكون . بالترتيب bو a نلقي نرداً مثاليّاً مرّتين، ونسجّل الرقمين الناتجين   �

2للمعادلة  0x ax b+ + 1لأقلّ هو جذر حقيقيّ على ا =

2
.  

يختار كلّ واحد منهم قاعةً عشوائيّاً . سينما فيها أربع قاعاتدار لليذهب أربعة أصدقاء إلى  
  :ةالآتياحسب احتمالات الأحداث . وبشكلٍ مستقلّ عن الآخرين

  A :»قاعات مختلفة أن يختاروا أربع«.  
B :»اثنان على الأقلّ منهم في قاعة واحدة«.  
C :»جميعهم في قاعة واحدة«.  

ما هو . نفترض أنّ الاختيارات متساوية الاحتمال. 1000و 1نختار عشوائيّاً عدداً طبيعيّاً بين  
  :احتمال أن يكون العدد

 .لا مربّع ولا مكعّب عدد طبيعيّ  	  .مكعّب عدد طبيعيّ  �.  مربّع عدد طبيعيّ  �

12 

11 

10 
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لرباعيّ وِفق القواعد تتنقّل خنفساء على أحرف هذا ا. رباعيّ وجوه منتظماً  ABCDليكن  
عندما تكون على أحد الرؤوس،  �. الزمن اللازم لقطع أحد الأحرف دقيقة واحدة  �:ةالآتي

احسب احتمالات . A تنطلق الخنفساء من الرأس 	. تختار الحرف الذي ستمشي عليه عشوائيّاً 
  .الأحداث الآتية

A :»  تعود الخنفساء إلىA بعد ثلاث دقائق«. 
B :» لا تمرّ الخنفساء بالرأسC في الدقائق الثلاث الأولى«. 

. نسحب عشوائيّاً ثلاث كرات تباعاً ودون إعادة. 19 إلى 1كرة مرقّمة من  19يحوي صندوق  
3)،16و 3عدداً طبيعيّاً بين  kليكن  16)k≤   :ينالآتيين ولنتأمّل الحدث. ≥

kA :»k هو أصغر الأرقام المسحوبة«.   kB :»k هو أكبر الأرقام المسحوبة«.  
)التي تجعل  kما هي قيم      ) ( )k kA B=P P؟  

نسحب الكرات . »ر«، »ب«، »ح«يحوي صندوق ثلاث كرات متماثلة كتب عليها الأحرف  
مجموعة الكلمات  Eكن تل. الثلاث على التوالي دون إعادة، ونسجّل الأحرف التي نحصل عليها

  : حتماليّ الحدثين الآتييناحسب ا. التي نحصل عليها في هذه التجربة

A :»حصلنا على كلمة بحر«.  
B :» ح«بدأت الكلمة الناتجة بالحرف««.  

إن أمكنها وإلا فإنها  6قل كل منهما قطار الساعة ، تستعملهما معاً  Bو Aتنهي الجارتان  
إذا . كل منهما غير متعلق بالأخرىعمل لنفترض أن وقت انتهاء . 6:30تستقل قطار الساعة 

ما . 0.8يساوي  Bواحتمال ان تستقله  0.9يساوي  6قطار الساعة  Aكان احتمال أن تستقل 
   ؟احتمال ان تلتقي الجارتان في القطار نفسه

   .نسحب بطاقة عشوائياً  ،24 إلى 1بطاقة مرقمة من  24يحتوي كيس على  
  .»3مضاعفات العدد  منبطاقة  رقم البطاقة المسحوبة «:  T الحدث �
  .»15ر تماماً من أصغرقم البطاقة المسحوبة  «:  F الحدث �
  .»زوجيرقم البطاقة المسحوبة  «:  E الحدث �

)احسب  � )TP  ،( )FP، ( )F T∩Pهل الحدثان ،T

 
  مستقلان احتمالياً؟ Fو 

)احسب  � | )T EP  هل الحدثان ،T

 
  مستقلان احتمالياً؟ Eو 

17 
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6 

ت تم تسجيل معلومات عن عينات الدم المسحوبة من المرضى وملاحظة في أحد المستوصفا 
لزمر الدموية للعينات المئوية لنسب الوكانت ) إيجابي أو سلبي(زمرهم الدموية وعامل الريزوس 

 :كما في الجدول

  A  B  AB  O  الزمرة

  36  4.15  8.1  32.8  عامل ريزوس إيجابي

  9  0.85  1.9  7.2  عامل ريزوس سلبي

  ما احتمال أن يكون عامل الريزوس سلبي؟   Oإذا كانت زمرة الدم  �
    ؟Oما احتمال أن تكون زمرة الدم  اً إذا كان عامل الريزوس سلبي �
يحبون  %40يحبون الرياضة و  %75من الطلاب يحبون المطالعة و %50في أحد الصفوف  

  :تيينثين الآدنختار عشوائياً طالباً، ونتأمّل الح .الرياضة والمطالعة معاً 
L:  » يحب المطالعة لطالبا «     S :»  يحب الرياضةالطالب «.   

  :ين الآتيينأكمل المخطّطين الشجريّ  �

  
  ؟ مال أن يحب المطالعةإذا كان الطالب يحب الرياضة ما احت �
  ؟ إذا كان الطالب يحب المطالعة ما احتمال أن يحب الرياضة 	

فصنع عدداً . الاحتمالات أن يعطي الحظ فرصته في نجاح الطلاب مادةقرر أستاذ لطيف في  
100n   :الآتيةووضع قاعدة النجاح  n إلى 1متماثلة ورقّمها من من البطاقات ال =

، ثمُ يعيدها ، ويُعد ناجحاً إذ كان الرقم الذي 1Rيختار الطالب عشوائياً ورقة ويسجل رقمها  �
50pحصل عليه أكبر تماماً من  =. 

، ثم يعيدها، 2R، يذهب إلى امتحان الإكمال، فيختار عشوائياً ورقة ويسجّل رقمها إذا لم ينجح �
1ويُعدّ ناجحاً إذ كان مجموع النتيجتين  2R R+  60أكبر تماماً منq =.  

 احسب احتمال أن ينجح الطالب في مقرر الاحتمالات  �
  إذا نجح طالبٌ فما احتمال أن يكون قد نجح دون المرور بالإكمال؟  �
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 عددمنهما على  يحتوي كل  �2و �1لنتأمّل صندوقين  
كرتان بيضاوان  �1يوجد في الصندوق . من الكرات

 �2وثلاث كرات زرقاء، في حين يوجد في الصندوق 
التجربة  ينُجر . ثلاث كرات بيضاء وأربع كرات زرقاء

ثمُّ نسحب  �2 ونضعها في الصندوق �1نسحب سحباً عشوائياً كرة من الصندوق : الآتية
عرّف : مساعدة  ؟ص لونها، ما هو احتمال أن تكون زرقاءونتفحّ  �2عشوائياً كرة من الصندوق 

  .»زرقاء �1الكرة المسحوبة من « : Bو  »زرقاء �2الكرة المسحوبة من « : A الحدثين

1.يوجد في مدينة مَصْنعان للمصابيح 
5

1معطوبة و Iي ينتجها المصنع من المصابيح الت 

20
من  

ينتج في أسبوع  Iنفترض أن المصنع الأوّل . معطوبة أيضاً  IIالمصابيح التي ينتجها المصنع 
احتمال أن يكون  ما هو. واحد ضعفي عدد المصابيح التي ينتجها المصنع الثاني في أسبوع

 عرّف الحدثين: مساعدة صالحاً ؟أحد الأسابيع  المصنعين في عشوائياً من إنتاج مسحوبٌ  مصباحٌ 
A:» و  »المصباح المسحوب صالحB:»  المصباح المسحوب مصنوع في المصنعI«.  

، تُكرّر سعاد التجربة حلقات تُلقيها في وتدالوتد في تحاول سعاد إدخال  
في إدخال حلقة يصبح احتمال نجاحها سعاد  تنجح عندما .عدداً من المرات

1في إدخال الحلقة اللاحقة 

3
، وعندما تفشل في إدخال حلقة يصبح احتمال 

4إدخال الحلقة اللاحقة  فشلها في

5
نفترض أنّ احتمال نجاح سعاد في إدخال الحلقة في المرة . 

  :، الحدثين الآتيينnنتأمّل، أياً كان العدد الطبيعي الموجب تماماً . الأولى يساوي احتمال فشلها
  nA  :» حت سعاد في إدخال الحلقة عند الرمية نجn«.  

nB  :»  فشلت سعاد في إدخال الحلقة عند الرميةn«.  
)ونعرّف    )n np A= P.   

2وبرهن أنّ  1pعيّن    �

4

15
p =. 

2nأثبت أنّه أياً كانت   � 1كان  ≤

2 1

15 5n np p −= +.  

1nنعرّف في حالة    	 ≥ 3بالعلاقة  nuالمقدار  

13n nu p= − )1أثبت أنّ المتتالية    )n nu ≥  

1uمتتالية هندسية وعيّن حدها الأوّل   .qوأساسها   
lim، ثمُّ احسب nبدلالة  npثمُّ  nuاستنتج قيمة   � n

n
p

→∞
.  
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كثيراً ما نواجه في حياتنا اليومية أو في أبحاثنا العلمية موسطات ومعاملات 

بسبب فضو? العلمي  تكون العلاقة بينها مجهو5 4لنسـبة إلينا، ولقد دأب الإنسان،

بدأت القصة في  .أو حاجته، على اسـتقصاء مثل هذه العلاقات ووصفها وتصنيفها

ا]ي بحث في القرن  Francis Galtonغالتون فرانسيس علم الوراثة عند 

 وا]كاء عشر عن علاقات تربط بين سمات الا4ٓء كالطول ولون العينين التاسع

اoهناك  -مثلاً - وها نحن نتابع التساؤل فنسالٔ. اءوغيرها والسمات الموافقة gى الأبن

في مادّة وتحصيz في مادّة أخرى ؟ وكيف نصَِفُ مثل  تحصيل الطالبعلاقة بين 

    ؟ هذه العلاقة إن وُجدتْ 

  

�رتجاع، وسـنقتصر في مسـتقيم لن نتعمّق كثيراً في هذا البحث المهم المسمى 

بواسطة مُعاملات حقيقية، أهناك دراستنا على سمات بسـيطة يمكن التعبير عنها 

)كيف نجد عددين  .yو xبين مُعاملين  ة بسـيطةٍ علاقة ارتباط أفيّنيّ  )a,b  بحيث

ax+هو  xبدلاy  5يكون أفضل تقدير للمقدار  b ؟ تسمّى هذه العملية

)وسـتكون �متنا شرح الٓية حساب الزوج   .ارتجاعاً  )a,b  انطلاقاً من قراءات

≥لعيّنة من الأزواج  ≤{( ) : 1 }
i i
x ,y i n  قيم المتحوّل فيهاx قيم  وما يوافقها من

    .yالمتحوّل 
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  نطلاقة نشطةا 

  .المقابلة لها  yوقيم  xللمتغير اً قيمالجدول الآتي يبين 

4  6  7  7.8  8.4  10  x  

4.2  5.5  7  6.8  8  9  y  
  

نودّ معرفة إذا كان هناك علاقة ارتباط بين المتحوّلين 
x وy . مستوي  فيلذلك نمثّل الثنائيّات السابقة

  . الإحداثيّات كما في الشكل المجاور

، ومع م أنّ هناك نوعاً ما من الارتباطنلاحظ من الرس
ى استقامة واحدة إلاّ أنّنا يُمكن أنّ تلك النقاط ليست عل

وهنا، . أن نتخيّل مستقيماً يمرّ بالقرب من هذه النقاط
ما هو أقرب : يتبادر إلى الذهن السؤال الآتي أيضاً،

؟ وما لى هذه النقاط مجتمعةً وبأي معنىالمستقيمات إ
  ؟مقدار قُرب هذا المستقيم إن وُجدهو 

yبمعنى أدقّ هل يوجد مستقيم معادلته  ax b= تكون المسافة بينه وبين النقاط السابقة أقلّ ما يُمكن،  +
  وما هي تلك المسافة في هذه الحالة ؟

عيّنتين للعلاقة بين ستنصبّ دراستنا على البحث عن معادلة أفضل المستقيمات تمثيلاً ه الوحدة في هذ
1إحصائيّتين  2( , , , )nx x x… 1و 2( , , , )ny y y….  

 بعيّنة إحصائية مثل المتوسط  رات الإحصائيّة المتعلّقةولكن قبل ذلك يلزمنا التعرّف على بعض المقد
   .بعيّنتين إحصائيّتين مثل التغاير ومُعامل الارتباط والانحراف المعياري أو
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  المتوسط الحسابي والانحراف المعياري  

.1.1 ������ �	
���        

  1 تعريف 
1إذا كانت  2( , , , )nx x x…  تمثّل عيّنة مكوّنة منn المتوسط نعرّف . قراءة لمقدار إحصائي

   المعرّف بالصيغة xلهذه العينة بأنه المقدار  الحسابي

1 2

1

1
n

n
i

i

x x x
x x

n n =

+ + +
= = ∑

⋯  

   )»سيغما«أو  »مجموع«يقُرأ (  Σ الرمز
". iدليل  ia   "aالرمز حيث يُقرأ .  1a،  2a، ...،naعدداً، جرى العرف على تسميتها  nلكتابة قائمة من 

  مثلاً  نحتاج أحياناً لكتابة مجموع هذه الأعداد، مجموع الحدود الخمسة الأولى
5 1 2 3 4 5S a a a a a= + + + +.  

 الآتيلتبسيط هكذا كتابة، يمكننا ترميزها على الوجه 
5

5
1
i

i

S a
=

يعني الرمز  . ∑=
1

n

i
i

a
=
أنّنا نجمع  ∑

1 أي  .nإلى  1من  iعندما يتحوّل الدليل  iaالأعداد  2
1

n

i n
i

a a a a
=

= + + +∑ ⋯.  

   : يأتيصحّة ما  ةنرى بسهولومن خواصّ جمع وضرب الأعداد الحقيقيّة 
2 تإذا كان 1 2 1, , , , , , , ,n nb b b a a a α…   : أعداداً حقيقيّة فإنّ  …

 ( )
1 1 1 1 1 1

n n n n n n

i i i i i i
i i i i i i

n x x a b a b
= = = = = =

= = + = +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑α α α α� � �  
   

لليتر  aالقطاف بـ أثناء ، مختلفين بسعرين الواحد الزيت في العامليتر من  2500 ،تاجر يبيع 
  .تييأ كمافي كل شهر  الكمية المباعةوكان سعر   لليتر الواحد bوبعد القطاف بـ   الواحد

1 2 3 4{ , , , ,200 ,200 ,200 ,200 ,200 ,200 ,200 ,200 }s a s a s a s a b b b b b b b b.  
  .في الشهرالكمية المباعة سعر ل المتوسط الحسابي العلاقة الدالة على

12

1
3 9

1 1

1

12

1 1
200

12 12

1
900 9 200

12 12
75 150

i
i

i
i i

x x

s a b

a
b

a b

=

= =

=

= +

= + × ×

= +

∑

∑ ∑  

 مثال
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.2.1 
������ ������� �������        

  2 تعريف 
1إذا كانت  2( , , , )nx x x…  تمثّل عيّنة مكوّنة منn تباين العينةنعرّف . قراءة لمقدار إحصائي 

1 2( , , , )nx x x… بأنه المقدار ،xV المعرّف بالصيغة  

( )
2

1

1
n

x i
i

V x x
n =

= −∑  

1 الانحراف المعياري للعينة ونعرّف 2( , , , )nx x x… بأنه المقدار ،x xVσ وهو مقدّر . =
  .قيم العينة عن متوسطها الحسابي إحصائي يقيس مدى ابتعاد

  1 مُبرهَنة 
1 تباين العينةيكتب  2( , , , )nx x x… ن المكوّنة مn بالصيغة، قراءة لمقدار إحصائي  

2 2
xV x x= −  

2أي  سط الحسابي لمربعات قيم العينةإلى المتو  2xحيث رمزنا بالرمز  2

1

1
n

i
i

x x
n =

= ∑.   

  الإثبات
1 تباين العينة إن 2( , , , )nx x x…    وه  

( )
2

1

1
n

x i
i

V x x
n =

= −∑  

)بنشر المطابقة   )
2

ix x− نجد  

( )2 2

1

1
2

n

x i i
i

V x x x x
n =

= − +∑  

)ولما كان )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

+ = +∑ ∑   كان ∑

2 2

1 1 1

1 1 1
2

n n n

x i i
i i i

V x x x x
n n n= = =

= − +∑ ∑ ∑  

و تعريف المتوسط الحسابيوبالاستفادة من 
1 1

n n

i i
i i

x x
= =

=∑ ∑α α و
1

n

i

n
=

=∑α α نجد  

2 2 2 2

1

1 1
2

n

x i
i

V x x x n x x x
n n=

= − + = −∑  
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 تكريساً للفهم 

 
  ؟متى نستعمل التعريف

,65,71,75} طـلاب فـي اختبـار لمـادة الرياضـيات 5 درجـاتعينة مؤلفـة مـن      احسـب  .{80,94
  .الرياضيات اف المعياري لدرجات الطلاب في مادةكلاً من المتوسط الحسابي والانحر 

  

هو لدرجات الطلاب المتوسط الحسابي 
5

1

1 385
77

5 5i
i

x x
=

= = نوعـا مـا  قريبةالدرجات  نلاحظ أن .∑=

ix، ممــا يجعــل الفــرق المتوســط الحســابي مــن x−  لــذلك يفضــل اســتعمال دســتور يســهل تربيعــه، صــغير
  معطى بالصيغةال التباين

( )
2

1

1
n

x i
i

V x x
n =

= −∑  

وعليه، ، هو موضح جانباً حساباتنا في جدول كما  نظمن
  هولدرجات الطلاب الانحراف المعياري 

214
42.8 6.54

5x xVσ = = = ≈  

  

2في المجال على الأقلّ ثلاثة أرباع قيم العيّنة قع ت بوجه عام،  , 2x xx x − + σ σ،  فإذا كان
، وفي هذه مسافات مفردات العينة عن المتوسط الحسابي صغيرةصغيراً كانت  للعينةنحراف المعياري الا

  .العينةالحالة يكون المتوسّط الحسابي معبراً تعبيراً كافياً عن 

  هوالمجال الذي تقع فيه معظم الدرجات  إنيمكن القول وفي المثال السابق 

[ 2 , 2 ] [63.92,90.08]x xx x− σ + σ =  

 
  ؟1 ستعمل المبرهنةمتى ن

     {0,0,2,3,3,4,6}سر سورية أأولاد سبع عدد  نة مؤلفة منعي. 

  .سرةلعدد أولاد الأاحسب كلاً من المتوسط الحسابي والانحراف المعياري 

  

 مثال

 مثال

    الحل

2

5

1

| | ( )

1 70 7 49

2 71 6 36

3 75 2 4

4 82 5 25

5 87 10 100

385 214

i i i

i

i x x x x x

=

− −

∑
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هو سرة لعدد أولاد الأالمتوسط الحسابي 
7

1

1 19

7 7i
i

x x
=

= حظ نلا  .∑=

التباين لذلك يفضل استعمال دستور  العينة مفردات ه يسهل حساب مربعاتأن
2المعطى بالصيغة  2

xV x x= هو موضح م حساباتنا في جدول كما ننظّ  .−
  هوسرة لعدد أولاد الأوعليه، الانحراف المعياري ، جانباً 

75 361 2 41
1.83

7 49 7xσ = − = ≈  

  
  عياري؟ما فائدة الانحراف الم 

بالنسبة للعيّنات  هنّ المتوسّط الحسابي لعيّنة يُعطي فكرة عامّة عن قيم العيّنة ولكن ليس بالقدر نفسإ
كس المثال بعالمختلفة، ففي المثال الأوّل نلاحظ أنّ قيم العيّنة بعيدة نوعاً ما عن المتوسّط الحسابي 

العيّنة عن متوسّطها الحسابي، إنّه الانحراف  مقدّر يعبّر عن تشتّت قيموجود  ةوهنا تكمن أهميّ . الثاني
واضحٌ الفرق بين قيمتيّ الانحراف المعياري في المثالين الأخيرين، ففي المثال الأوّل كانت  .المعياري

بينما كانت قيمة الانحراف المعياري صغيرة نسبيّاً ) بالنسبة للمتوسط(قيمة الانحراف المعياري كبيرة نسبيّاً 
  .انيفي المثال الث

 
   تَدربْ  

)تمثّل العيّنة    � كميّة البنزين التي تستهلكها سيّارة بالليترات عندما تقطع مسافة  10.5,9,12,11.5,10(
100km ة من لاستهلاك السيّار احسب كلاً من المتوسط الحسابي والانحراف المعياري  .في كلّ مرّة
  .100kmقطعها مسافة  عندالبنزين 

)تمثّل العيّنة    � النصف  فيالأرباح الشهريّة مقدّرة بآلاف الليرات وذلك  200,150,180,280,10,50(
  .هذه الفترة المتوسّط الحسابي للأرباح الشهريّة للشركة خلال احسب كلاً من. الأوّل من العام

جد  .11وكان الانحراف المعياري لدرجاته هو  72.12نجح طالب جامعي في السنة الأولى بمعدل    �
  .من درجاتهعلى الأقل  %75يحوي  مجالاً 

    الحل
2

7

1

1 0 0

2 1 1

3 2 4

4 3 9

5 3 9

6 4 16

7 6 36

19 75

i i

i

i x x

=
∑
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   رتباطمعامل الاالتغاير و  
1 ةواحدإحصائية  بعيّنةالسابقة تتعلق  في الفقرة نلاحظ أن جميع المُقدرات 2( , , , )nx x x… سنعرض في ،

  .تينإحصائي عينتينهتم بالعلاقة بين مُقدرات ت هذه الفقرة

.1.2 ������
        

  3 تعريف 
1 نتأمّل عيّنتين إحصائيتين 2( , , , )nx x x… 1و 2( , , , )ny y y… . هاتين العينتين  تغايرعندئذ نعرّف

  المعرّف بالصيغة  xyσبأنّه المقدار

1

1
( )( )

n

xy i i
i

x x y y
n

σ

=

= − −∑  

1هما المتوسطان الحسابيان للعينتين  yو xحيث  2( , , , )nx x x… 1و 2( , , , )ny y y… بالترتيب. 
لاحظ أنّ (

xx xVσ =.(  

  2 مُبرهَنة 
1العينتين  تغايريكتب  2( , , , )nx x x… 1و 2( , , , )ny y y… ،بالصيغة  

xy xy x yσ = − ⋅  

أي ،لى المتوسط الحسابي للجداءاتإ  xyحيث رمزنا بالرمز 
1

1
n

i i
i

xy x y
n =

= ∑.  

  الإثبات
1العينتين  تغاير نإ 2( , , , )nx x x… 1و 2( , , , )ny y y…    هو  

1

1
( )( )

n

xy i i
i

x x y y
n

σ

=

= − −∑  

   نجد Σخواص  والاستفادة منقواس لأبنشر ا

( )
1

1 1 1 1

1 1

1

1 1 1 1

1 1 1
( )

n

xy i i i i
i
n n n n

i i i i
i i i i

n n

i i
i i

x y x y y x x y
n

x y x y y x x y
n n n n

xy y x x y x y n
n n n

xy y x x y x y xy y x

=

= = = =

= =

σ = − − +

= − + +

= − − + ⋅

= − ⋅ − ⋅ + ⋅ = − ⋅

∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑
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11 12

 العمر

وزن
ال

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

عــدد ســاعات دراســة طالــب لكــل مــن مــادتي الرياضــيات والفيزيــاء فــي أيــام الجــدول الآتــي يبــين     
 .الدوام في المدرسة

xعدد ساعات دراسة الرياضيات    1  3  2  4  5   

  y  6  5  4  3  2عدد ساعات دراسة الفيزياء

  .ب في المادتينالالط عدد ساعات دراسةاحسب تغاير 

  

عـدد سـاعات دراسـة وعليـه، تغـاير  ، أتينبدأ بتنظيم حساباتنا في جـدول كمـا يـ
  في المادتين يساوي الطالب

51 15 20

5 5 5
10.2 12 1.8

xy xy x yσ = − ⋅

= − ×

= − = −

  

  

  الارتباط بين طول طفل رضيع ووزنه 
  .في عشرة أشهر متتالية طفلزان الآتي يبين أو  الجدول

  12  11  10  9  8  7  6  5  4  3 )شهر( xالعمر 
  9  8.5  8.3  8  7  6.8  6.2  5.5  5  4.1 )ث كغ( yالوزن 

)اط الطرائق الممكنة لإلقاء نظرة شاملة على هذه العينة من النتائج هي في توضيع النقإحدى  , )i ix y  في
يوحي  ".سحابة الانتشار"يسمى هذا المخطط . الآتيمخطط ثنائي البُعد في المستوي كما في الشكل 

سنرى لاحقاً كيف نعطي ). وهي نتيجة متوقعة(، ووزنهعمر الطفل الرسم بوجود نوع ما من الارتباط بين 
  . معنى رياضياً لهذا الأمر

هذه في ياني لسحابة انتشار لبلاحظ التمثيل ا
يسمى  مستقيممن إن هذه النقاط قريبة  المجموعة

نسمي الارتباط في هذه و  مستقيم ارتجاع العينة،
سنتعرف  .)ذو علاقة خطية( خطي اً ارتباطالحالة 
معادلة مستقيم ارتجاع العينة  كيف نكتبلاحقاً 

هل  .يخطّ ارتباط وجود  إلى الانتباهوذلك بعد 
تقدير ستفادة من التمثيل البياني السابق يمكنك بالا

  ؟ونصف أشهر خمسةوزن طفل عمره 

 مثال

 مثال

    الحل

5

1

1 1 6 6

2 3 5 15

3 2 4 8

4 4 3 12

5 5 2 10

15 20 51
i

i x y xy

=
∑
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.2.2  ������������.  

1نتأمّل عيّنتين إحصائيتين  2( , , , )nx x x… 1و 2( , , , )ny y y… . يمكن أن ننظر إليهما بصفتهما عيّنة
)}من الأزواج المرتبة  واحدة , ) : 1 }i ix y i n≤ 1أو ≥ 1 2 2{( , ),( , ), ,( , )}n nx y x y x y…  يمثل المسقط

   .y ، والمسقط الثاني القراءات الموافقة لصفة أخرىx الأوّل مجموعة قراءات لإحدى الصفات

  4 تعريف 
)}إذا كانت  , ) : 1 }i ix y i n≤ قراءة لثنائيات من المقادير  nتمثّل عيّنة مكوّنة من  ≥

xy المعطى بالصيغة xyRالعينة بأنّه المقدار  مُعامل ارتباطعندئذ نعرّف . الإحصائية

xy
x y

R
σ

=
σ σ

 

1هما الانحرافان المعياريان للعينتين  yσو xσهو تغاير العينة، و xyσحيث  2( , , , )nx x x…          
1و 2( , , , )ny y y… بالترتيب.  

  

 )10 درجة العظمى للمادةال(طلاب في الرياضيات والفيزياء  5 الجدول الآتي يبين درجات 

 x 7 9 9 10 6 درجة الفيزياء

 y 8 8 7 9 5 درجة الرياضيات

,احسب كلاً من المقادير  , , ,x y xyx yσ σ σ درجات الطلاب في المادتينمعامل الارتباط ، ثمُّ احسب .  

 
توسط الحسابي لدرجات الطلاب في الفيزياء هو الم
8.2x والمتوسط الحسابي لدرجات الطلاب في  .=

7.4yالرياضيات هو    ونقرأ من الجدول .=
2 69.4x 2و   = 56.6y 62.2xyو   = =.  

  لانحراف المعياري لدرجات الطلاب في الفيزياء هوا
2 2 2.16 1.47x x xσ = − = ≈  

 الانحراف المعياري لدرجات الطلاب في الرياضيات 
2 2 1.84 1.36y y yσ = − = ≈  

1.52xy أمّا تغاير درجات الطلاب في المادتين فيساوي xy x yσ = − ⋅ =.  

1.52  هو تينالعين اتينهمعامل ارتباط و 
0.76

1.47 1.36

xy

xy
x y

R
σ

= ≈ =
σ σ ×

.  

 مثال

    الحل
2 2

5

1
5

1

1 7 49 8 64 56

2 9 81 8 64 72

3 9 81 7 49 63

4 10 100 9 81 90

5 6 36 5 25 30

41 347 37 283 311

1
8.2 69.4 7.4 56.6 62.2

5

i i i i i i

i

i

i x x y y x y

=

=

∑

∑
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        معادلة مستقيم الارتجاع

        

معادلة المستقيم الأكثر تمثيلاً لعيّنة إحصائيّة من الثنائيّات  تعيينالآن إلى مسألة  نأتي
{( , ) : 1 }i ix y i n≤   .المسمى عندئذ مستقيم الارتجاعو  ≥

y الذي معادلته  dليكون المستقيم  bو aنهدف إلى تعيين عددين  بمعنى أدقّ  ax b= أقرب  +
)نعتمد مقياساً لبُعد النقطة يمكن أن  .ما يمكن من نقاط العيّنة , )i ix y  عنd  المقدار( )i iax b y+ − ،

)تبعاً للنقطة  قيماً موجبة أو سالبةيأخذ  هولكن , )i ix y 2، لذلك نعتمد مرّبعه( )i iax b y+ ، أمّا لقياس −
  :هذه المسافاتالمتوسط الحسابي لمربعات فنعتمد مقياساً  dبُعد مجمل نقاط العينة عن 

( )
2

1

1
n

i i
i

ax b y
n =

∆ = + −∑  

  .أصغر ما يمكن △التي تجعل المقدار  b، وaتية، قيم المبرهنة الآتُعطينا     

   مُبرهَنة 

 نيالقيمت، bو aان أصغر قيمة له عندما يأخذ المقدار  ∆يأخذ الخطأ 
2

xy

x

a
σ

=
σ

bو  y ax= − 

2 بالصيغة ∆تعطى القيمة الصغرى  للمقدار وعندئذ  2(1 )y xyR∆ = σ −.  

  الإثبات
   بيع والجمع نجدبنشر التر  في الحقيقة،

( )
2

2

1

2 2

2 2 2

2

2

2

2

22

2

2

1
2 2

2 2 ( )

(

2 2

2 )

(

2

)

xy

y

y

n

i i
i

xy x

x

x

y

xy

y

x

x x

axy

a ax

a x

a V a x

a V

ax b y b abx by
n

b abx by

ax b y

V a ax b y V
V

y y

a

V

y

V

V

=

∆ = + − = + + + − −

= + + + − −

= + − + + −

 σ σ = − + +

σ + ⋅

σ

− + −  

+ +

∑

  

)قيمته الصغرى عندما يكون المقداران  ∆يبلغ المقدار  )/xy xa V− σ  و( )ax b y+ معدومين، أي  −

عندما يكون 
2

xy

x

a
σ

=
σ

bو  y ax=   بالصيغة ∆، وعندها تعطى القيمة الصغرى للمقدار −

2 2(1 )y xyR∆ = σ −  
  .وهي النتيجة المرجوّة 

  .الآتيوضع التعريف في  المبرهنة السابقة تفيد



204 

  5 تعريف 
}إذا كانت  }( , ) : 1i ix y i n≤ قراءة لثنائيات من المقادير  nتمثّل عيّنة مكوّنة من  ≥
yبأنه المستقيم الذي معادلته  العينة ارتجاعمستقيم عندئذ نعرّف . الإحصائية ax b=   ، حيث+

2

xy

x

a
σ

=
σ

bو     y ax= −  

1هما الانحرافان المعياريان للعينتين  yσو xσير العينة، وهو تغا xyσو 2( , , , )nx x x… 
1و 2( , , , )ny y y… بالترتيب، وx وy  مستقيم  .بالترتيب ذاتهماهما المتوسطان الحسابيان للعينتين

)تجاع يمر بالنقطة ر الا , )x y.  الآتيةبالصيغة المتناظرة  تهتُكتب معادلو   

xy

y x

y y x x
R
 − −  =   σ σ 

.  

الخطـي  في حالة وجود الارتبـاطلعينة على إيجاد معادلة مستقيم الارتجاع  هنادراستنا  في سنقتصر
  .العينة هذهلبين مجموعة البيانات 

نلاحظ  السابق، المثالفي  الارتجاعلتعيين مستقيم  
في مخطط ثنائي البُعد في المستوي كما في من تمثيل النقاط 

يمكن الشكل المجاور وجود نوع من الارتباط الخطي، لذلك 
  .الارتجاعالبحث عن معادلة مستقيم 

2 2

1.52
0.70

1.47

7.4 0.7 8.2 1.66

xy

x

a

b y ax

σ
= = ≈
σ

= − = − × ≈

  

0.70هي  الارتجاعفمعادلة مستقيم  1.66y x= +.  
  [0,10]تتراوح في المجال  xلأنّ قيم عشريتين  السابق اكتفينا بتقريب الناتج لخانتين في المثال

ف لاتأخذ قيماً من مرتبة عشرات الآ xلو كانت فمثلاً  ،اً يكون ذلك خطأ فادحقد ولكن في مواضع أخرى 
  .bمن مرتبة  axلأربعة خانات بعد الفاصلة، ليكون جداء الضرب  aلوجب تقريب 

    نتائج 
 :لنتائج الآتيةيمكننا الوصول إلى ابالنظر إلى المبرهنة والتعريف الأخيرين 

2خطأ الأصغري الواضح من عبارة  � 2(1 )y xyR∆ = σ مدى ارتباط عن أنّ معامل الارتباط يعبّر  −
2موجباً دوماً، كان  ∆ولمّا كان . العيّنتين خطّيّاً 

xyR  2ما كان وكلّ . 1و 0بين
xyR  كان  1قريباً من

2، وكلّما كان قوياً أصغر وكان الارتباط الخطّي  ∆
xyR  كبيراً وكان  ∆قريباً من الصفر كان

  .اط الخطي ضعيفاً الارتب

 مثال

 درجات الفيزياء

ات
ضي

ريا
ت ال

رجا
د

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

⊕⊕⊕⊕

( , )x y  

0.7 1.66y x= +  
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 :نقول عادةً إن الارتباط �
2عندما تام  � 1xyR yوتقع جميع نقاط سحابة الانتشار على المستقيم  = ax b= +. 

2عندما   قوي � 0.5xyR 0.7xyRأي معامل الارتباط يحقق   ≤  .تقريباً  ≤
20.25دما عن متوسط � 0.5xyR≤ 0.5أو   > 0.7xyR≤   .تقريباً  >
2عندما  ضعيف � 0.25xyR 0.5xyRأو  > <.  
0xyRعندما   معدوم  � =. 

لذلك، نقول إنّ الارتباط ) ميل مستقيم الارتجاع( aمن إشارة  xyRمن جهةٍ أخرى، نلاحظ أنّ إشارة  �
0xعندما  سلبي yR 0xعندما  إيجابي، و> yR >. 

0.76، لقد وجدنا أنّ السابق لنرجع إلى المثال  0.7xyR =  إيجابيو ط قوي إذن هناك ارتبا ≤
  .بين درجات الطلاب في الفيزياء ودرجاتهم في الرياضيات

ننــا لا نســتطيع إيجــاد معادلــة مســتقيم يكــون أمعامــل الارتبــاط معــدوم مــثلاً، هــذا يعنــي  عنــد القــول إن
  .كل النقاطبيمر  يمكن أحياناً إيجاد معادلة منحن ولكن ،لسحابة الانتشار اً تقريب

  تكريساً للفهم 
 

 ؟تقدير قيم جديدةفي  جاعتر الامعادلة مستقيم تعمل كيف نس
 

  .لة في الجدول توضح ربح السهم الواحد لكل شركةلتكن البيانات الممثّ  
  xربح السهم  0.5  0.7 0.9 0.4 0.6
  yسعر السهم  1.2  2.3  3  1.5  2

  .العينة جاعتار معادلة مستقيم  اكتب، ثم معامل الارتباط احسب �
 ما طبيعة العلاقة بين ربح السهم وسعره؟ �
  ؟0.8 ما السعر المقدر لسهم يعطي ربحاً  �

  
 

0.62xلما كان  � 2yو = 0.17xσو = 0.63yσو = 0.94xyRو = 3.5a استنتجنا أنّ  = = 
0.17bو y ax= − = 3.5  الارتجاعكون معادلة مستقيم فت .− 0.17y x= −.  
� 0xyR 0.94كما إنّ  .أي عند زيادة ربح السهم يزداد معه سعره إيجابيفالارتباط  < 0.7xyR = ≥ 

                           .رهوسع أي يوجد علاقة قوية بين ربح السهم، فالارتباط قوي
,0.4نلاحظ أن الربح يقع ضمن مجال العينة  � 0.9 

  
السعر التقـديري  .ومنه نستطيع تقدير سعر السهم 

)  هو 0.8للسهم الذي يعطي ربحاً  )3.5 0.8 0.17 2.63y = − =.  

 مثال

 مثال

    الحل
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 الكتلة
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 في استنتاج قوانين فيزيائية ؟ جاعتر الامعادلة مستقيم عمل كيف نست

 .yفي نابض مثبّت من  طرفه العلوي يجعله يستطيل بمقدارٍ ما  mمن المعلوم أنّ تعليق ثقل كتلته 
ثابت، ويمكن ملاحظة ذلك بإجراء  xإلى مقدار الاستطالة  mلى أن نسبة الكتلة عينص قانون هوك     

  .التجربة الآتية
في  mكتلته اً رضه مهمل الكتلة ونعلق جسمت، نف 9cmنثبت نابضاً مرناً شاقولياً طوله 

  .mبعد تعليق الكتلة  x النابض ةلاطاستو  mلكتلة الآتي قيمة ايوضح  .نهايته السفلى

  
  

  
  

  

في مخطط ثنـائي البُعـد فـي المسـتوي كمـا فـي الشـكل الآتـي وجـود  من تمثيل النقاطنلاحظ  أولاً 
  .الارتجاعبحث عن معادلة مستقيم رتباط خطي بين هذه النقاط، لذلك نا

  
  
  
  
  

  
  

  
  بعد تنظيم الجدول السابق نجد

2.02, 22.36, 45.25, 0.99, 4.53, 50x m xm xmR x mσ ≈ σ ≈ σ = ≈ ≈ =  

ومنه نجد 
2

11.01xm

x

a
σ

= ≈
σ

0.02و   0b m ax= − ≈ ≈.  

11mتكون معادلة مستقيم الارتجاع  ف x=  ولمّا كانت قوة توتر النابض متناسبة مع الكتلة المعلّقة به
وتفيد هذه الدراسة وهذا ما يسمى بقانون هوك، . استنتجنا أنّ قوة توتر النابض متناسبة طرداً مع استطالته

  .صلابة هذا النابض في تعيين ثابت
 

  m  0g  20g  40g  60g  80gالكتلة 
x   0cm  1.8 الاستطالة cm  3.6 cm  5.5 cm  7.6 cm  

2 2

4

1

1 20 1.8 400 3.24 36

2 40 3.6 1600 12.96 144

3 60 5.5 3600 30.25 330

4 80 7.2 6400 51.84 576

200 18.1 12000 98.29 1086
i

i m x m x x m

=
∑
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�������	
� ��  

,3.1,2.8,2.6}أطفال بعيد الولادة  10عينة مؤلفة من أوزان   3.5,3, 3.2,2.9,3.1,2.7,2.8}. 
  .لأوزان الأطفالاحسب كلاً من المتوسط الحسابي والانحراف المعياري 

عها بالليرة السورية فكان مبي حول تكلفة بطاقة الدعاية وسعر أجرت شركة دعاية وإعلان دراسة 
 .الجدول

 x  9 10 7 14 15 12 5 11الكلفة 

 y  150 160 150 165 180 130 130 160المبيع 

,احسب كلاً من المقادير  � , , ,x y xyx yσ σ σ. 
 .xyRاحسب معامل الارتباط  �
 .العينة وارسمه مع سحابة الانتشار على الشكل نفسه ارتجاععين معادلة مستقيم  �

لعشرة من طلاب  yوعلامات مادة الفيزياء  xضيات الجدول الآتي علامات مادة الريايبين  
  الشهادة الثانوية العامة في الامتحان النهائي

55 40 58 40 55 50 33 56 30 42 x  

36 25 34 30 35 30 22 35 22 25 y  

,احسب كلاً من المقادير  � , , ,x y xyx yσ σ σ.  
  .وطبيعته الارتباط ، وبّين نوعxyR احسب معامل الارتباط �
 .سحابة الانتشار على الشكل نفسه العينة وارسمه مع ارتجاععين معادلة مستقيم  �
  في الفيزياء؟ 24ماهي العلامة المتوقعة في الرياضيات لطالب حصل على علامة  �
  .يبين الجدول الآتي أوزان عشرة أطفال وأعمارهم بالأشهر 

  12  11  10  9  8  7  6  5  4  3 )شهر( xالعمر 
  9  8.5  8  8  7  7  6  5.5  5  4 )ث كغ( yالوزن 

,احسب كلاً من المقادير  � , , ,x y xyx yσ σ σ للعينة مكتفيا بتقريب مناسب.  
  .وطبيعته الارتباط ، وبّين نوعxyR ل الارتباطاحسب معام �
  .العينة وارسمه مع سحابة الانتشار على الشكل نفسه ارتجاععين معادلة مستقيم  �
 
  

4 

3 

2 

1 
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   لنتعلمّ البحث معاً 

 
���� �����  

، فيما يبلغ الانحراف المعياري للرواتب 45350للرواتب في إحدى الشركات يبلغ المتوسّط الحسابي 
2110.  

�      . %5زِيدت الرواتب بمقدار �  .3000بمقدار زِيدت الرواتب  
  لرواتب أكثر؟ل المعياري نحرافالاأيّ حالة من الحالتين السابقتين تزيد   

   نحو الحلّ   ��

 في كلتا الحالتين المتوسّط الحسابي والانحراف المعياري للرواتب الجديدةيجب أولا حساب  .فهم السؤال �
  .الناتجين المعياريين ومن ثم مقارنة الانحرافين

  . عن طريق بحثاً   �
الراتب بعد الزيادة هو متوسط الراتب قبل الزيادة، فإنّ متوسط هو  x كانإذا . �في الحالة  ����

1.05y x= .1.05 عندئذٍ الانحراف المعياري يكون و  .احسب المتوسط الجديدy x=σ σ. 

300yهو الراتب قبل الزيادة، فإنّ الراتب بعد الزيادة هو xإذا كان . �في الحالة  ���� x= + .
 .أمّا الانحراف المعياري فيبقى دون تغيير .احسب المتوسط الجديد

  .الحالة الثانيةو لحالة الأولى لرواتب في الالانحراف المعياري  قارن بين ����

  .أنجزِ الحل واكتبهُ بلغةٍ سليمة

  ������� ������������� �����  �!���� "
  

  .قياسات لدرجة الحرارة في مدينة دمشق وجدنا ةفي ثلاث  
  

  x 30  31  34  درجة مئويّة
  y 86  87.8  93.2  فهرنهايت

درجة (   حرارة قياس ال بين وحدتياستعمل معادلة مستقيم ارتجاع العينة لإيجاد دستور التحويل   
  .)فهرنهايتو مئويّة

 
 

6 

5 
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   نحو الحلّ �  
مادام هناك و . بالنظر إلى الجدول لا يمكن استخلاص العلاقة بين وحدتي قياس الحرارة .فهم السؤال �

دستور تحويل بين وحدتي قياس الحرارة فحتماً الارتباط تام ومنه نقاط سحابة الانتشار تقع على 
  . ارتجاع العينة مستقيم

  . ثاً عن طريقبح  �
 .نهتم مباشرة بإيجاد معادلة مستقيم الارتجاع ����
 .لذلك نوجد المتوسط والانحراف المعياري لكل من العينتين ومن ثم التغاير ����
  .نوجد معادلة مستقيم ارتجاع العينة فيكون بحد ذاته دستور التحويل المنشود ����

  .أنجزِ الحل واكتبهُ بلغةٍ سليمة
  

 #��$%��� &�'�(� )��%�*� +��,��   

وانحرافها المعياري  4.5المتوسّط الحسابي للعيّنة الأولى  .nلدينا عيّنتان لهما عدد العناصر نفسه 
المتوسّط  احسب .ندمج العيّنتين. 1.4وانحرافها المعياري  5المتوسّط الحسابي للعيّنة الثانية  ،1.2

  .الحسابي والانحراف المعياري للعيّنة الجديدة
   نحو الحلّ ��  

وبمعرفة  ،2nدة هو ومنه عدد عناصر العينة الجدي nعيّنتان لهما عدد العناصر نفسه ال .فهم السؤال �
نة الجديدة وكذلك نة وعدد العناصر يعرف المجموع ومن ثم متوسط العيّ المتوسط الحسابي لكل عيّ 
  .بالنسبة للانحراف المعياري

  . بحثاً عن طريق  ����
 .احسب المتوسّط الحسابي للعيّنة الجديدة ����
 .ن العيّنتيناحسب المتوسّط الحسابي لمربّعات حدود كلّ م ����
 .احسب المتوسّط الحسابي لمربّعات اجتماع العيّنتين ����
 .استنتج الانحراف المعياري لاجتماع العيّنتين ����

  .أنجزِ الحل واكتبهُ بلغةٍ سليمة
  
  

7 
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  قدُُماً إلى الأمام 

  #��%- ./�0�
 #� 12��3*�  

 42المتوسّط الحسابي لمعدّلات الصفّ هو . 60من  51في الرياضيّات  الطلاببلغ معدّل أحد 
وكان المتوسّط الحسابي  40من  30في حين كان معدّله في الفيزياء، . 6والانحراف المعياري 

  أقوى؟ الطالبفي أيّ مادّة يبدو . 2والانحراف المعياري  26لمعدّلات الصفّ 

 القيمة المعيارية استعمل 
x

x x
z

σ

−
أفضل قياساً  الطالبأكبر كان القيمة كانت هذه وأينما . =

  .المادة الأخرىمن 
، فكم يبلغ انحرافها 120والمتوسّط الحسابي لمربّعات حدودها  5إذا كان المتوسّط الحسابي لجملة  

 المعياري؟

احسب متوسّطها . 25والمتوسّط الحسابي لمربّعات حدودها هو  3الانحراف المعياري لجملة هو  
  .الحسابي

ما . 2080حدودها ومجموع مربّعات  10والمتوسّط الحسابي  2الانحراف المعياري لجملة هو  
  هو عدد عناصرها؟

، عدد xσوانحرافها المعياري  x، متوسّطها الحسابي nعدد عناصر الأولى  .عينتننتأمّل  
 uندمج الجملتين، وليكن . yσوانحرافها المعياري  y، متوسّطها الحسابي nعناصر الثانية 

نّ نعلم أ. الانحراف المعياري للجملة الناتجة uσالمتوسّط الحسابي و
2

x y
u

+
=.  

أثبت أنّ   
22 2

2

2 2

x y

u

x yσ σ

σ

+  − = +   
.  

رصدت الشركة .  في جميع رحلاته سرعة ثابتة نوعا ماأنه يتقيد ب في شركة نقل يدعي سائق باص 
  .نتج ما يأتيفي ثلاث رحلات له، فالمسافة والزمن 

  اللاذقية -دمشق   طرطوس -دمشق   حمص -دمشق   
  x 160  256  350  لمسافةا

  وربعثلاث ساعات   ساعتان ونصف  رباعأساعة وثلاثة    t الزمن 
  .ما نوعاً  اً ه صحيحءادعاترى معامل الارتباط ومن ثم مستقيم ارتجاع العينة، ترى هل  احسب �
 .تقريباً  هانفس السرعة السابقةبه استغرق ساعة وثلث ر المسافة بين دمشق والسويداء إذا علمت أنّ قدّ  �

13 

12 

11 

10 

9 

8 
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  أمث� على اختبارات نموذجية  
  

  
 ���� ���	
� �
����   ���
��� ���	
� �
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  ������ �	
�� �
  ساعتان: المدة ���

  درجة) 100(  يأتي معللاً اجابتك.دل على الخواص الصحيحة فيما  :أولاً 
0uإذا كان .1 v⋅ =

2 كان �� 2 2
u v u v+ = +

� �� �.  
2إذا تحقق  .2 3 0NA NB+ =

���� ���� �

) مثقّلتينمركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين ال Nالنقطة كانت   , 3)A 
)و ,2)B.  

)متناسبة للنقطتين المثقّلتين البعاد الأمركز   .3 , 1)B )و − ,1)A .هو مبدأ الإحداثيات 
) للنقاط المثقلة سبةمركز الأبعاد المتناهو  ABCمركز ثقل المثلّث  .4 , )A γ و( , )B β و( , )C α. 
]منتصف  Iإذا كانت  .5 ]BC  في مثلثABC 2 كانAI AB AC= +

��� ���� ����

. 

  درجة للثاني) 70درجة للأول،  70(  التمرينين الآتيين: حلّ  :ثانياً 

  مستطيل.  ABCDليكن  :التمرين الأول
)تين المثقّل طتينمركز الأبعاد المتناسبة للنق Gالنقطة أنشئ  .1 ),1A و( ),1B. 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة  Hالنقطة أنشئ  .2 ),1A و( ),1B و( ),2C.  
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة  Fالنقطة أنشئ  .3 ),1A و( ),1B و( ),2C و( ),2D. 

 
) مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين Iليكن و . ABCليكن المثلّث  :التمرين الثاني ),2A 

)و ),1B وليكن ،J مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين ( ),1B و( ), 2C  G، وليكن −
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة  ),2A و( ),1B و( ), 2C − .  

  .على استقامة واحدة Gو Jو Aأثبت وقوع النقاط   .1
)أثبت توازي المستقيمين  .2 )BG و( )AC. 

  
  درجة) 60(  حل المسألة الآتية: :ثالثاً 

كي  γو βو α احسب الشكل المجاور.في  المبين ABCليكن المثلّث 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقاط المثقّلة  Gتكون  ),A α و( ),B β 

)و ),C γ.  

 A

CB

I

G
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  ساعتانالمدة:   ���

  

  درجة) 80(  يأتي معللاً اجابتك.دل على الخواص الصحيحة فيما  :أولاً 

2 حققتُ  Cالدائرة نقطة من  Pلتكن  .1
( , )

3
OAOP

π
=

���� ����

عندئذٍ يكون  
3

π
  .لهذه الزاوية اً قياسأيضاً  −

)طول قوس الدائرة  .2 ,2)OC  المحصور بزاوية مركزية�

2
AOB

π
 .π يساوي=

) إثبات توازي المستقيمينيمكن  .3 )AB و( )CD  ّقياس بإثبات أن( , )AB CD
���� ����

 .πيساوي  

3 هما انتالقطبي Aا تحداثيّ إ .4
2;
4

π    
) ماه تانالديكارتيّ ها افإحداثيت  )2, 2A −. 

 
  درجة للثاني) 75درجة للأول،  65(  التمرينين الآتيين: حلّ  :ثانياً 

  والمطلوب  ن في مستوٍ موجّهان مختلفتانقطت Bو A :التمرين الأول

1.  ن النقطة عيC  ق الشرطينالتي تحق( , )
4

AB AC
π

=
���� ����

) و  , )
6

BA BC
π

= −
���� ����

. 

)القياس الأساسي للزاوية الموجّهة  احسب .2 , )CACB
��� ����

.  

,1)نعطي النقطتين  :التمرين الثاني 2)A و( 2,1)B −.  
  . Bو Aاحسب الإحداثيات القطبيّة للنقطتين  .1
)احسب قياساً للزاوية  .2 , )OAOB

���� ����

 . 
 .AOBاستنتج طبيعة المثلّث  .3

 درجة) 80(  حل المسألة الآتية: :ثالثاً 

( ; , )O i j
� ;2 تــاناها القطبيّ تنقطــة إحــداثي Aمَعْلَــم متجــانس ومباشــر.  �

6

π  −   
مربّــع فيــه  OABC. و

( , )
2

OC OA
π

= −
���� ����

cos ه لحسابستعملرسم الشكل واا .
12

π وsin
12

π .  

 

AB

O i
�
j
�
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   �������������� �
  ساعتانالمدة:   ���

 درجة) 60(  .اختر كل إجابة صحيحة من بين الإجابات الأربعة المقترحة  :أولاً 

ABإذا كان     .1 AC AB AC⋅ = ⋅
���� ���� ���� ����

  كان    

A  
( )AB و( )AC 

  نيمتعامد
B 

AB
����

ACو 
����

ن يمرتبط 
  خطياً 

C ABC اً مثلث  D  
A وB وC لى ع

 استقامة واحدة 
.إذا كان     .2 0ABAC =

���� ����

3ABو  =
����

2BCو  =
����

ACفإن  
����

  يساوي 
A  3  B 3 C 2 D  1 

u ليكن   .3 AB=
����

vو � CD=
����

Cو  � D′ ′
�����

CDالمسقط القائم لـلشعاع  
����

)على المستقيم   )AB عندها ،u v⋅
��   

A  cos( , )u v u v⋅
� �� �  B 2 2 21

2
u v u v+ − −

� �� �

  

C .u v
��  D  .AB C D′ ′

���� �����

 

  درجة للثاني) 50درجة للأول،  60(  حل التمرينين الآتيين: :ثانياً 
)ليكن الشعاعان  التمرين الأول: )1,2u −

)و � )3,4v
� .  

uمن  احسب كلاً  .1 v⋅
)و �2vو �� )2v u v−

� )و �� )
2

u v+
��.  

uكل من  قيمة احسب .2
� ،v

�،3u v+
uو �� v−

��.  

  الشكل المجاور: في المبينةباستعمال المعلومات : التمرين الثاني

BNاحسب  NC⋅
���� ����

 ،NA NB⋅
���� ����

،( )AB BN NC+ ⋅
���� ���� ����

 ،CA NC⋅
��� ����

.  

 )ةدرجة للثاني 65، ىدرجة للأول 65(   حل المسألتين الآتيتين: :ثالثاً 

)و A(2,2)نتأمّل في معلمٍ متجانس النقاط  :المسألة الأولى 3, 3)B − ,2)و − 3)C −.H  هي المسقط
يب. على محور الترات Aهي المسقط القائم للنقطة  Kعلى محور الفواصل، و Bالقائم للنقطة 

)أثبت أن المستقيمين  )OC  و( )HK .متعامدان  

)عمودياً على  B بالنقطةهو المستقيم المار  d، نقطتان Bو A :المسألة الثانية )ABو ،M  ٌنقطة
2AM أثبت أنّ  .dما من  AB AB⋅ =

����� ����

.  

A

B N C2

2 3
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  ساعتانالمدة:   ���

  درجة) 60(   أجب عن الأسئلة الآتية: :أولاً 

ˆ  فيه ،ABC  مثلثأيوجد  .1 30B = 10aو � 4bو =  إجابتك. علل ؟=

2. ABC 2ضلاعه أطوال مثلث أ , , 2BC a AC a AB a= = 0aحيث  =  . ما نوعه؟<

)مركزها معادلة الدائرة التي  اكتب  .3 1,1)I 3R, ونصف قطرها − =  

  )للرابعدرجة  40، درجة للثالث 35درجة للثاني،  45درجة للأول، 40 (  الآتية: ةالأربعحل التمرينات  :ثانياً 

2عادلته الذي م dعيّن شعاعاً ناظماً على المستقيمٌ  التمرين الأول: 0y + معادلةً  اكتب. ثمُّ =
)المار بالنقطة  ∆للمستقيم  )1, 2A  ًعلى  عمودياd.  

,3) تأمّل النقطتين التمرين الثاني: 4)A و( 1,1)B 1xذا المعادلة  dوالمستقيم  ،− = أنشئ الدائرة  .−
C  المارّة بالنقطتينA وB ومركزها ،I  نقطةٌ من المستقيمd.  

5تحقّق أن  :التمرين الثالث

12 6 4

π π π
= 5، ثم احسب +

cos
12

π 5و
sin

12

π.  

8ABهي  ABCأطوال أضلاع المثلث  التمرين الرابع: 3ACو = 7BCو = مساحة  احسب. =
  .ABCالمثلث 

  درجة) 60(  حل المسألة الآتية: :ثالثاً 

)نتأمّل في معلم متجانس  ; , )O i j
� )و B(3,0)و A(2,1)النقاط  � 2,1)C  C الدائرة معادلةتب اك .−

  .ABCالمارّة برؤوس المثلّث 
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  درجة) 40(   لاً اجابتك.معل صحيحة ن إذا كانت المقولات الآتيةبيّ  :أولاً 

M كانتإذا  .1 O, التحاكي وفق Mصورة  ′ kh وقعت النقاط ،O وM وM على استقامة واحدة  ′
OMوكان  kOM′ =. 

)المتناسبة للنقطتين  مركز الأبعاد Gإذا كان  .2 ),A α و( ),B β  وكانh ،ًكان  تحاكيا
( )G h G′ )هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  = , )A α′ و( ),B β′. 

Mواقعة عند تقاطع مستقيمين، والنقطة  Mنقطة إذا كانت ال .3 وفق واقعة عند تقاطع صورتيهما  ′
M النقطة، كانت hتحاكٍ   .M، صورةَ النقطة ′

O, وفق Aصورة  Cور، في الشكل المجا .4 kh، تكون عندئذ D  صورةB 
O, وفق kh .  

  جة للثاني )در  60درجة للأول،  80(  حل التمرينين الآتيين: :ثانياً 

]منتصف  Iمثلث فيه  ABCفي الشكل المجاور،  :التمرين الأول ]CB وH 
   BIمنتصف 

  .Iإلى  Bوينقل  Hذي مركزه ال h التحاكيعيّن نسبة  .1
 .Bإلى النقطة  Hوينقل النقطة  Iالذي مركزه وفق التحاكي  Aصورة النقطة  ′A النقطةأنشئ  .2

وينقل  Gالذي مركزه  hوفق التحاكي  ABCDارسم صورة المربع  التمرين الثاني:
  .′Aإلى  Aالنقطة 

  

 

 درجة) 120(   حل المسألة الآتية: :ثالثاً 

ABC وMNP المستقيمات  أثبت أضلاعهما متوازية مثنى مثنى. مثلثان ن أ
( )AM و( )BN و( )CP  .تتلاقى في نقطة واحدة  

 

 

A

B CIH

A

D C

G

B

O A′

A B

P

C

NM

A B

CD

O
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  درجة) 60(  :أولاً 
 Ω حدثين من Bو  Aالتي تمثل  فضاء العينة لتجربة ما وليكن Ωلتكن المجموعة المنتهية 

A يحققان B∪ = Ω ،3
( )

4
B =P  2و( )

3
A =P احسب  ( )B ′P و( )A B∩P و( | )A B ′P.  

    

  لثاني )درجة ل 80درجة للأول،  40(  حل التمرينين الآتيين: :ثانياً 
يساوي نصف  zفي سباق فإذا كان احتمال فوز  zو yو xلاعبين  ةاشترك ثلاث :التمرين الأول

علماً  yأو  xاحتمال فوز  فاحسب. yفوز يساوي احتمال  zواحتمال فوز  xاحتمال فوز 
 يفوز بالسباق.فقط لاعب واحد 

مسافرين نساءٌ، وواحدة من كل ثلاث من ال %60في قاعة الاستقبال في المطار، نسبة  :الثاني التمرين
نساء تضع نظّارات، وواحد من كل رجلين اثنين يضع نظارات أيضاً. ما احتمال أنّ يكون شخصٌ 

   يضعُ نظارات مسحوبٌ عشوائياً امرأةً؟
  درجة) 120(            ::::الآتية مسألةحل ال:اً ثالث

ابة بمرض السرطان، قرأ مُدخّنٌ مجموعة مخيفة من الإحصاءات عن أضرار التدخين وخطر الإص
هذه الإحصاءات نُقدّر ما يأتي: إذا لم يُدخّن رجلٌ في يومٍ ما فاحتمال  ىوأمراض القلب. بناءً عل

. ولكن إذا دخّن في يومٍ ما فاحتمال ألاّ يُدخّن في اليوم 0.3ألاّ يُدخّن في اليوم التالي يساوي 
. ولنضع nالموافق لقيام الرجل بالتدخين في اليوم الحدث  nA. ليكن 0.9التالي يساوي 

( )n np A= P.  
1npاكتب علاقة تدريجية تفيد في حساب  .1  .npبدلالة  +
)أنّ المتتالية تحقّق  .2 )n nu  7التي حدّها العام

16n nu p=  npثمُّ احسب  ،متتالية هندسية −
 .nبدلالة 

limعيّن  .3 n
n

p
→∞

. 
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  درجة) 45(   صحيحة معللاً اجابتك. بيّن إذا كانت المقولات الآتية :أولاً 

1. 
7

2

( 6) 42
i=

− = −∑. 

 .−=1Rعندما  اً وسلبي اً ضعيفالارتباط  يكون .2

 من معادلة مستقيم الارتجاع. اً أو إيجابي اً يمكن تحديد إذا كان الارتباط سلبي .3

  درجة للثاني ) 80درجة للأول،  55(  ن:حل التمرينين الآتيي :ثانياً 

 أيام متتالية 10في   أرباح شركة مقدرة بعشرات الاف الليرات السوريةعينة مؤلفة من  الأول: التمرين
{5,6,6.6, 8.5,6,7.2,9, 3,7, لأرباح احسب كلاً من المتوسط الحسابي والانحراف المعياري  .{8

  الشركة.
سبعة أيام خلال  yوالعظمى  xيُبيّن الجدول الآتي متوسّط درجات الحرارة الصغرى  :لثانيا التمرين

  :كانون الأوّل في مدينة دمشق ىحتّ  من كانون الثانيعشوائية 

  kx   2  4  7  10  14  17  16 الصغرى

  ky  15  19  24  29  34  36  36 العظمى

 .xyRاحسب معامل الارتباط  .1

 لشكل نفسه.ن معادلة مستقيم ارتجاع العينة وارسمه مع سحابة الانتشار على اعيّ  .2

 درجة للثاني) 65درجة للأول،  55(  حل المسألتين الآتيتين: :ثالثاً 

. احسب 50والمتوسّط الحسابي لمربّعات حدودها هو  6هو  لعيّنةالانحراف المعياري   :المسألة الأولى
  متوسّطها الحسابي

حد  درجة تبلغ :المسألة الثانية ت  الطلابأ  لدرجاتالمتوسّط الحسابي و . 60من  54في الرياضيّا
، مادة اللغة العربيةفي  درجته. في حين كان 8لهذه الدرجاتالمعياري  والانحراف 38الصفّ هو 

. في أيّ مادّة 4والانحراف المعياري  30وكان المتوسّط الحسابي لمعدّلات الصفّ  40من  32
 أقوى؟ الطالبيبدو 
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  درجة) 80( جابتك. إيأتي معللاً الصحيحة فيما دل على الخواص  : أولاً 
  .Oمسدسٌ منتظمٌ مرسومٌ في دائرة مركزها  ABCDEFفي الشكل المجاور

1. O  هو مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين المثقّلتين( , 3)B )و − ,1)E. 

)الموجّهة  للزاويةالأساسي القياس   .2 , )OAOC
���� ����

2 هو 

3

π
− . 

3.  OE CO OE OB⋅ = ⋅
���� ���� ���� ����

. 

4.  
2

2 2 22
2

BE
CB CE CO+ = + . 

 . OEDهي المثلث  1ونسبته  Oمركزه وفق تحاكٍ  OABالمثلث صورة   .5

3ونسبته  Oمركزه وفق تحاكٍ  ABCDEFالدائرة المارة من رؤوس المضلع صورة   .6

2
هي  

 .لهذا المضلع  الدائرة الماسة داخلاً 

تعطى بالعلاقة  OCDالمثلث  الدائرة المارّة برؤوسمساحة   .7
3

4

CD
S

R
=  

)لنقطتين المثقّلتين انتأمل   .8 , )B n و( ,1)E  وليكنG لنقطتين المثقّلتين تناسبة لمركز الأبعاد الم

E وB  فإنGE
n

GB
=.    

  درجة للثالث) 40درجة للثاني،  40درجة للأول،  40(  الآتية: ةحل التمارين الثلاث :انياً ث
  :التمرين الأول

4 لعلاقة با G، ونعرّف Bو Aنعطي النقطتين  2 3 0AB GA GB+ − =
���� ���� ���� �

 αعددين  عيّن. 
)مركز الأبعاد المتناسبة للنقطتين  Gكي تكون النقطة  βو , )A α و( , )B β .  

  :التمرين الثاني
)و A(1,2) نتأمّل في معلمٍ متجانس النقاط 2,0)B )و − 1, )C k−. والنقطة N هي المسقط القائم 

ن عيّ  على محور التراتيب. Aهي المسقط القائم للنقطة  Mعلى محور الفواصل، و B للنقطة
k  لكي يكون المستقيمان ( )OC  و( )NM دينمتعام.  

  

A

F

BC

D

E

O
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   :التمرين الثالث

 ة. يبين الجدول الآتي عينة من خمسوزن شخص وضغط دمه الأعلى العلاقة بينلدراسة 
  شخاص.أ

  kx  90   85  60  63  75الوزن 

  ky  180  172  165  160  175ضغط الدم 

  .xyRاحسب معامل الارتباط   
 

 درجة للثاني) 50درجة للأول،  50(  حل المسألتين الآتيتين: :الثاً ث

   :ىلالمسألة الأو 
ABCD 5 رباعي محدّب فيهAB = ،3BC �قياسات زواياه و  = 150ABC = � 

�و 60BCD = � و � 90BAD =   .ABCDمساحة الرباعي  احسب .�
    :الثانيةالمسألة 

. %3نعلم أنّه في شهر آذار من أحد الأعوام، كانت نسبة المصابين بمرض التهاب الكبد تساوي 
  لدينا اختبارات لتقصّي الإصابة بهذا المرض وفق الآتي:

  .%95المرء مصاباً بالمرض فالاختبار يعطي نتيجة إيجابية باحتمال قدره  إذا كان •
  .%10وإذا كان المرء صحيحاً، فاحتمال أن يعطي الاختبار نتيجة إيجابية يساوي  •

 ما احتمال أن يكون المرء مصاباً إذا كانت نتيجة الاختبار إيجابية؟ .1
 احتمال أن يكون المرء صحيحاً إذا كانت نتيجة الاختبار إيجابية؟ما  .2
 ما احتمال أن يكون المرء مصاباً إذا كانت نتيجة الاختبار سلبية؟ .3
 ما احتمال أن يكون المرء صحيحاً إذا كانت نتيجة الاختبار سلبية؟ .4
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  تصويبات الجزء الأوّل

  الصواب  الخطأ  السطر  الصفحة
  ∞−نهاية تابع في   ∞−نهاية تابع   13   4

  إيجابيةٍ   إيجابيةً   −8   5

  متدرجةٍ   متدرجةً   −3   6

  جدولَ   جدولاً   −7  14

14  2−  0 2.5m≤ <  0 2.5m≤ ≤  

  الإحداثيّة المفقودة  الإحداثي المفقود  6  16

20  13  
( )

( )

f x
x

f x
֏   ( )

( )

f x
x

g x
֏   

20  4−  y   y PB=   

22  6  
1

( )g x
x

= )0x ≠.(  1
( )

1
g x

x
=
−

 )1x ≠.(  

24   6, 7−  اطراد تغير  −

  الاطراد  الطراد  5  25

27   9  2( )f x x=   2( )f x x= −   

28  8−  
عموماً، خارج قسمة تابعين كثيرَي حدود، ليس تابعاً كثير حدود. 

  نقول إنه تابعٌ كسريّ 
عند قسمة تابعين كثيرَي حدود لا نحصل، عموماً، على كثير حدود بل 

  على تابعٍ كسريّ 

  خارج القسمة  باقي القسمة  الرسم  30

56  7  2( )t a h+   2( )t h  

66  11  (2), (2)f f ′   ( 2), ( 2)f f ′− −  
79  3−  [ 2, 0[I ′ = −   ] 2, 0[I ′ = −  

  الصغرى  الكبرى  10  90
  الصغرى  الكبرى  −2  91
95  8−  ( )p x   ( )p a  

95  7−  ( ) ( )p x p a≤   ( ) ( )p x p a≥  

96  13  [0, ]a  [0,2 ]a  

99  5  
4 33

2
: 24 10g x x x x− + −֏  4 3 23 1

2 4
: 24 10g x x x x x− + + −֏  

114  2−  f   g  

120  1−   x → −∞  x → +∞  

121  2−   lim ( ) 0
x

r x
→−∞

limو  = ( ) 0
x

r x
→−∞

=  lim ( ) 0
x

r x
→−∞

limو  = ( ) 0
x

r x
→+∞

=  

125  2−  
d

y
c

= −  d
x

c
= −  

132   3−   ( )f x   ( )mf x  

134  7  
3

2( ) 2 4 1
3

x
f x x x= + − +  

3
2( ) 2 4 1

3

x
f x x x= − + − +  

136  9   3 22 (7 ) (3 4 ) 4 0x m x m x m− + + + − =  3 22 (7 ) (3 4 ) 3 4 0x m x m x m− + + + − − =  
  ضعفا  ضعفي (ثلاث مرات)  6   140

143   1−   1
1 1 2nnu

−
+ = −  11 2nnu

−= −  

154  14   2 ( 1)S n n= +  2 ( 1)nS n n= +  
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  مسرد المصطلحات العلمية

  
  /نكليزية  العربية

 Conditional probability  الاحتمال المشروط

 Independent events  أحداث مستقلة احتمالياً 

 Polar coordinates  إحداثيات قطبية

 Height  ارتفاع (مثلث)

 Standard deviation  الانحراف المعياري

 Translation  انسحاب

  Variance  التباين

 Random experiment  تجربة عشوائية

  Dilation-Homothety  تحاكي

 Similarity  بهتشا

  Covariance  التغاير

  Frequency  تكرار

 Axial symmetry  تناظر محوري

     Central symmetry  تناظر مركزي

 Scalar product  الجداء السلمي

 Sine  جيب

 Cosine  جيب التمام(تجيب)

   Event  حدث 

  Simple event  حدث بسيط

 Circle  دائرة

 Rotation  دوران

     Acute angle  دةزاوية حا

 Right angle  زاوية قائمة

     Obtuse angle  زاوية منفرجة

 Oriented angle  زاوية موجهة

  Vector  شعاع

  colinear vectors  شعاعان مرتبطان خطياً 

  Sample space  فضاء العينة

 Probability law  قانون احتمال
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  /نكليزية  العربية

 Measure  قياس (زاوية)

 Principal measure  قياس أساسي (زاوي)

 Isosceles triangle  متساوي الساقين (مثلث)

 Concurrent  متلاقية (مستقيمات)

 Parallelogram  متوازي الأضلاع

  Median  متوسط (مثلث)

 Mean value  المتوسط الحسابي

     Triangle  مثلث

 Axis of symmetry  محور تناظر

  Square  مربع

  Barycenter  مركز الأبعاد المتناسبة

 Centroid-Center of Gravity  مركز الثقل

 Center of symmetry  مركز تناظر

     Area  مساحة

 Line  مستقيم

 Regression line  مستقيم الارتجاع

 Orthogonal lines  مستقيمان متعامدان

 Parallel lines  مستقيمان متوازيان

 Correlation coefficient  معامل الارتباط

 Coordinate system  مَعلَم

  Midpoint  منتصف (قطعة مستقيمة)

 Ratio  نسبة (التحاكي)

 Symmetric  نظيرة (نقطة)

     Norm  نظيم (شعاع)

     Weighted points  نقاط مُثقّلة

  Orthocenter  نقطة تلاقي الارتفاعات 
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